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Augult Richter. 


Mit einer Tafel Figuren. 


Elbing, 
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1835. 
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Vorrede. 


OR einigen Jahren war das vorliegende Werkchen bereits 
vollendet. Am 25. Auguſt 1832, wo das hieſige Gymnaſium 
Gelegenheit fand, die Gefühle der Hochachtung und Liebe gegen 
ſeinen würdigen Director bei der Jubelfeier Seiner 25jährigen ſe— 
gensreichen Wirkſamkeit im Schulweſen auszuſprechen, vermochte 
ich meinem verehrten Vorgeſetzten und väterlichen Freunde die 
Gefühle, welche mich ſo lebhaft an jenem Tage bewegten, nur 
durch Überreichung des handſchriftlichen Werkes einigermaßen zu 
bezeugen. Die Gabe wurde in Liebe dargeboten und, ſo gering 
ſie war, mit Liebe aufgenommen. Seitdem war mir die Her— 
ausgabe des Werkes zu einer theuern Pflicht geworden. Hinder- 
niſſe mancherlei Art verzögerten aber die Ausführung und erſt 
nach einem langen, über alle Erwartung langen Zeitraume ſehe 
ich mich endlich am Ziele meiner Wünſche. Möchte es mir nun 
gelungen ſeyn, eine zweckmäßige Arbeit zu liefern. Es leitete 
mich bei ihrer Anfertigung die Anſicht, daß der trigonometriſche 
“басш in den beiden obern Klaſſen eines Gymnaſiums das Fun: 
dament der Rechnung bildet, daß bei dem mehrjährigen Aufent- 
halte des Schülers in dieſen Klaſſen eine reichhaltige Sammlung 
dem Lehrer wünſchenswerth erſcheinen möchte und daß ſelbſt der 
fleißige und talentvolle Schüler ſie bei ſeinen Privatſtudien würde 
benutzen können. Das Werk zerfällt in zwei Theile. Der erſte 
umfaßt die 3 erſten Abtheilungen und enthält ſolche Aufgaben, 
in welchen die in §. 1 aufgezählten Data vorkommen. Der 
zweite Theil oder die vierte Abtheilung beſchäftigt ſich mit Auf— 
gaben über die Schwerlinie und über die Radien des um- und 
eingeſchriebenen Kreiſes. Sollte ſich die Maſſe der hier mitge— 
theilten Auflöſungen auf einen verhältnißmäßig geringen Raum 
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einſchränken laſſen, fo durfte nicht jede Aufgabe einzeln und un- 
abhängig von den übrigen behandelt, es mußten vielmehr die ge⸗ 
wonnenen Gleichungen ſoviel als möglich für die Ableitung der 
folgenden benutzt werden. 

Offenbar würde der Raum noch bedeutend vermindert wor⸗ 
den ſeyn, wenn die mittelſt eines Hilfswinkels bewirkte Transfor— 
mation der Endgleichungen in den 3 erſten Abſchnitten tveggebliez 
ben wäre. Es ſchien mir aber zweckmäßig dieſe Umformung hin⸗ 
zuzufügen, weil die logarithmiſche Rechnung dadurch ſehr vereins 
facht wird. Der Schüler, welcher dieſe Sammlung benutzt, wird 
ſich überall zu eigener Thätigkeit aufgefordert finden, indem theils vor der 
Endgleichung mehrere Reductionen einzuſchalten find, theils jede 222% 
gabe aus den Fundamentalgleichungen entwickelt werden muß. 

Zur vollſtändigen Behandlung einer Aufgabe gehört die An⸗ 
gabe der Determination d. h. die Beſtimmung, ob die Con⸗ 
ſtruction bei jeder Relation der gegebenen Stücke möglich iſt oder 
ob eine Gränze ſtattfinde, welche die Data nicht erreichen oder 
nicht überſchreiten dürfen. Unterſuchungen dieſer Art finden ſich 
bis jetzt nur in geometriſchen Schriften, wiewohl nicht überall mit 
der nöthigen Vollſtändigkeit und Gründlichkeit; in arithmetiſchen 
Werken dagegen werden ſie faſt gänzlich vermißt, was um fo 
weniger gebilligt werden darf, als man ſich von ihrer Nützlichkeit 
und Nothwendigkeit leicht überzeugen kann. Bei der algebraiſchen 
Auflöſung einer Aufgabe iſt allemal eine numeriſche Berechnung erfor: 
derlich, damit für beſtimmte Data die Beſtandtheile der geſuchten Figur 
einzeln dargelegt werden. Sind nun nicht ſchon vorher die Gränzen für 
die Data feſtgeſtellt worden, ſo wird man öfters Gefahr laufen eine 
langwierige Rechnung vergeblich gemacht zu haben. Um dieſes durch 
ein Beiſpiel zu erläutern, wähle ich die Aufgabe 

B 2, be (а— с)? =D, b—h, 
welche durch die Gleichung (369) gelöſt wird. Setzt man hier, 


rie om. V I2Dcot«(1— cot g) ! 
wenn 2 90° iff, Б тастала EE 


H De 
man 1) b=cotiM / 3D cota 2) ну 4D cote 


1— cote ] cot a 


= Sin M, fo findet 


Es werde nun gegeben 
В = 13018, р == 63, b—h = 5,6 
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fo erhält man 
1) b= 5,980225 2) b= 5,050193 
b? = 28,94681 b? —25,50748 
(а — с)? = 34,05319 (a - e)? = 37,49252 
Es iff alfo in beiden Fällen b Ca — e. Da nun dieſes Reſultat einer 
bekannten Eigenfchaft des Dreiecks widerſtreitet, fo läßt ſich aus den 
gegebenen Stücken kein Dreieck berechnen und die ziemlich weitläufige 
Arbeit iſt vergeblich gemacht worden. Ferner wenn gegeben wird 
B= 1300 18, DZ 53, b—h=5,6 
ſo findet man 
4) bu 7,2908 | 2) b= 3,132016 
b? — 53,27105 b? = 9,509524 
alfo b?>D (Шә b<Za—e ` 
Beide Werthe für b find alfo ebenfalls unbrauchbar, mithin 
iſt auch dieſe Rechnung vergeblich geweſen. Wer den erſten 
Werth (b = 7,298701) für zuläffig halten wollte, weil ja, 
wofern man (a — c)? als negativ betrachtet, b> gefunden 
werden könne, der berechne aus 
b = 7,298701 und b—h=5,6 
h — 1,698701 und fuhe nun den Winkel Ф vermittelſt der 
Gleichung 177. Es wird daſelbſt M — 65° 5' 40^, 27 gefunden, 
alfo, weil * = 6599 iff, sin sin M, mithin cosQo 1. 
Hätte man vor Anfang der Rechnung die Gränzen aufgeſucht, fo 
würde man beide Aufgaben als unmöglich erkannt und ſich ato 
eine vergebliche Mühe erſpart haben. Man findet nämlich, daß 
für B — 130? 18^ und b—h= 5,6 
D = 53,10781 und D «62,72 
ſeyn müſſe. Die Entwickelung der Determinationen liefert aber 
auch die richtige Antwort auf die Frage, ob beide Wurzeln der 
quadratiſchen Gleichung überall zuläſſig ſind. Dieſe Frage muß, 
ſo ſcheint es mir, ſchlechterdings verneint werden. Um die Sache 
außer allen Zweifel zu ſetzen, pne ich dieſe Behauptung durch 
folgende Beiſpiele beſtätigen. 
Nimmt man in der vorigen Aufgabe 
B= 130918, р = 62, bh = 5,6 
fo erhält man 1) b — 5,992185 und 2) b= 4,538234. Hier 
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iſt der letzte Werth für b unbrauchbar, denn es ergiebt ſich dar⸗ 
aus ferner b? = 20,59557 und (a —- c)? = 41,40443 alfo 
b<a—c. Die negative Wurzel alfo, welche dieſen Werth für 
b liefert, iſt für die obigen Data nicht zuläſſig. 

Für die Aufgabe А — C, b, ao find zwei Auflöſungen 
durch die Gleichungen 161. 162 gegeben worden. Man nehme 
für dieſe Data was immer für Werthe an, ſo wird in Gleichung 
161. cos 24 1 durch die negative Wurzel, und in Gleichung 
162. sine 1 durch die pofitive Wurzel. Folglich find die ge: 
nannten Wurzeln unbrauchbar. 

Die Aufgabe B, abe b =p, b-r-h —f wird durch 
die Gleichung 307 gelöſt. Ich behaupte, daß allemal, wenn 
В > 530 7/48", 36 ift, die poſitive Wurzel unbrauchbar ſey. 
Denn man ſetze z. B. 

B= 625 n-259. 1—99 
fo giebt die poſitive Wurzel b = 44,337... alfo b>a--c, 
was nicht möglich iff. 

Die angeführten Beiſpiele werden hinreichend beweiſen, daß nicht 
immer beide Wurzeln der quadratiſchen Gleichung gebraucht werden 
konnen, und daß die Entwickelung der Determinationen, abgeſehen 
von dem Intereſſe, welches Unterſuchungen dieſer Art gewähren, auch 
in praktiſcher Hinſicht nützlich und nothwendig iſt. Hiervon über⸗ 
zeugt habe ich die Determinationen zu ſämmtlichen in dem vorlie⸗ 
genden Werke enthaltenen Gleichungen, welche nicht den zweiten Grad 
überſteigen, ausgearbeitet und beabſichtige, wofern dieſer Plan ges 
billigt wird, die Determinationen der gewöhnlicheren und wichtigeren 
Aufgaben als den zweiten Theil der gegenwärtigen Schrift nachfol⸗ 
gen zu laſſen. Mit Dank würde ich es anerkennen, wenn mir 
diejenigen Aufgaben bezeichnet würden, welche zunächſt eine Be- 
gränzung verdienen möchten. Schon im J. 1833 habe ich die 
fen Gegenſtand in dem Michaelisprogramm des hieſigen Gymnaſiums 
ausführlicher, als es hier geſchehen konnte, beſprochen und mehrere 
Determinationen mitgetheilt, denen ich jetzt in dem unten folgenden 
Anhange noch einige andere hinzufüge. 

Elbing, im März 1835. 4 
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В, А, ate 
В, A, a—e 
В, A, az 一 ca 
B, А, ac 

В, A, (а--с)а 
B, A, (a—c)a 
B, А, (a—c)c 
В, А, 
^B. A, hm 
В. A, ham 
B, A, hie — m? 

A 


,h?4 mn! 
В, A, he — mn 


Gleichung. 


1. 52. 54. 377. 450, 
21. 23. 24, 

99: 25, 

295; 


17. 45. 61. 105. 383, 


20. 40. 64. 109. 113. 374. 


18, 150, 31. 306. 407. 
30. 152. 322. 338. 


12. 163. 343. 347. 


154, 


1601 285. 
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b — (a— c), Г, 

(a+ c)? + b2, b+h 
(a+ c)? 十 ba b—h 
(a 十 c)2 十 bz，ac 
(a +c)? be, h 

Г ch be, F 
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Gleichung. 


156. 157. 
158. 159. 
200. 
201. 
202. 
203. 

57. 177. 178. 179, 466. 
125. 262. 
388. 
464. 463. 
165. 
166. 
167. 
168. 
307. 
308. 

27. 303. 
189. 305. 
195. 302. 
356. 396. 
428. 
314. 
315. 
311. 

192. 313. 
312. 
429, 
327. 
328. 
329. 
324. 
326. 
325. 
431. 
333. 
334. 
330. 
332, 

331. 

432. 

361. 

362. 

360. 

198. 358, 
359. 

437. 

303. 

364, 
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m | Aufgabe. | Gleichung. 


B, (а--с)®—Ь°, h 
B, (a+c)?—b3, r 
B, b?--(a—c)?, b+ h 
В, b?-- (a—c)?, b—h 


В, b?--(a—c)?, ac 
B, b?--(a—c)?. h 
В, b?--(a—c)?, Е 
В, »?-F(a—c)*; г 
В, b?—(a—c)?, b--h 
В, b?—(a—c)?, b—h 
В, Һ%--(а--с)% h 
В, be (ach, г 
B, a?-+c?-+b?, b-+h 
B, a?--c? be, b—h 


аз spe se bes ac 
asco 59. h 
a?-d-c?--b?, F 
act br 
a?--c?—b?, b + h 
a?--c?—b?, b —h 
EE h 
a?--c?—b?, r 
b(a e, o 

b+h, a+c 
b+h, a—c 

Ъ- В, a? -c 
b+h, ас 

b—h, ate 
b—h, a—c 
b—h, as ся 
b—h, ac 

h—b, ac 

b? --h?, ac 
b? — he, ac 
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196. 816. 
439. 

368. 

369. 

367. 

365. 

366. 

441. 

370. 

371. 

337. 

443. 

354. 

355. 

352. 

353. 

351. 

433. 

356. 

357. 

346. 

435. 

399. 

318. 

340. 

349. 

287. 

319. 

341, 

350. 

288. 

259. 
290. 
291. 

50. 982. 292. 310. 320.451. 
5. 136. 
79. 214. 215. 
80. 217. 218, 
90. 

220. 

9. 140. 
240. 241. 243. 244. 
13. 144. 


284. 
63. 170. 317. 
204. 
236. 
246. 
266. 
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Aufgabe. | 


ас, шу 
ate, F 
atc, о 
a+c, г 
а—с, h 

a— c, m—n 
a—c, mn 


ac, g 
an, cm 
h, m 

h, mn 
h, mn 
h. 5 


Gleichung. 


279. 

309. 

391. 408. 
415. 

67. 171. 339. 
206. š 
238. 

248. 

268. 

281. 

321. 

393. 394, 
419. 

348. 

344. 

422, 

209. 

426. 

228. 

230. 

60. 174. 986. 
221. 223. 
118. 119. 235. 
249. 

253, 

387. 

232. 

7. 138. 

96. 185. 186. 
93. 175. 

4. 135. 

401. 

469. 

104. 187. 
270. 


273. 
4496. 131. 
410. 

19. 20; 
31. 33. 


ber Aufgaben. XIII 


Aufgabe. Gleichung. 


181. A, atc-+b, ac 28. 

182. | A, be- (a- c), о 448. 

183. | А, b(a—c), о 451. 

184. | А, а, h 5 

185. | А, а, h+m 79. 

186. | A, a, h—m 80, 

187. A, a, h2—m2 90. 

188. A,a,m 9 

189. A, a+c, h 62. 

100. | As aA Ce mit | 107. 108. 
191. А, atc, ш--п 97. 

192. A, a+c, r 414 

193. A, a—c, h 66. 

194. A, a—c, m 111. 112. 
195. | A, a—c, ш--п 99 

196, | Аве 114. 

197. | A, a—c, о 372. 

198. | A, a—c,r 417 

199. | A, аз сев 421 

200. | A, a?—c?,:h 70 

201. А, аз сэт 424. 

202. | A, ac, h 59 

203. | A, ac, mn 117. 
204. A, c, h--m 87. 

205. | A, с, h—m 88. 

206. Auch E 454. 

207. A,h,m Te 4 
208. | A, h, m—n 94 

209. | A, h, mn 92. 

210. | A, has 4. 

211. | A, m,n | 102. 103. 
919. | A, a, ш ‚| 122. 123. 
913. | А, ш,» 120. 57 
214. A- C, b, a 148. 149. 
215. A- C, bate 151 

216. | A—C, b, a—c 153 

217. A— €, b, a He 164. 
218. А— С, b, а? — c 155. 
219. | A4 — C, b, ac 161. 162. 
220. A- С, b, е 149. 

221. | A— 0, b, eh 180. 151. 
222. | A—C, b, 8 258 

223. AC, bite 389. 390. 
, ALEC BIG 465 

225. A «€, a b h 190. 191. 
2% A Orig deb, о 397. 398, 
227. AC, aetb, г 430. 

228. A—C, ad-c—b, h 193. 194. 


229. A—C, (agg ce be, h 199. 


XIV 1 | 
Uberficht 


E 9 
| ufgabe. | Gleichung. 
930. | A— C, (ag eh be, r 438. 


23]- A—C, (a š 
932. | A—C, 40 e ЗЕ 
933. | A—C, de (asche, ; 442. 
йе n os e Se 
935. | A— C, a C bs, : 434 
936. A—C, a + c3 be, i 136. 
ACO ту 
37 Roe 2 @ 400. 
939. | A—C, a, h 136 
940. | A—C, a, h--m 214. 
ee 214. 216. 
55 217. 219. 
243. A—C, a, hm 22 
244. A—C, a, m 1405 
245. A—C, al 8 lud 
246. A—C, а u Me 
247. A—C, ае h 100 
248. А— С, a m- n ees 
949. A—C, a+ с, mn 2 
250. | A—C, a-Fels te 
Oii. | АСС, ache a 5 
252. A—C, acia e? x 267 
953. | A—C, ае, 9 SC 
д. AG eben E. He 
955. A—C, 8—0, h 1 5 
256. A—C, a—c, mn 23 
957. A—C, u mn 2 
988. | AO a ets 247. 
259. A—C, МГЕ, 2655 
260. A—C, cid: LM So аи 
6]. | Au 0:850 uv 2 
262. | AO, ar, 302. 
963. A—C, ас, 5 4205 
264. A—C, a e, r 23. 
265. | A—C, a?e? mn 208. 
200. | AC, a?—c?, r 427. 
2 A—C, ac, an+ cm 220. 
268. | A—C, ас, ап 一 cm 231. 
269. | AE @ ae, h Te 
270. | A—C, ac, hm T 
21 А—С, aci m—n 227 E 
979. А— С, ac, mn 291 
AO СІ | 250. 
274. А— С, nd D N 
275. | A—C, an, js 23. 
276 s AWC. ее 137. 
4 A—C, с, n 14. 
78. 4520; с,% 143. 


279: 
980: 
981. 
282. 
255. 
254. 
985. 
286: 
987. 
988. 
289. 
290- 
291- 
292. 
293. 
294. 
295. 
296. 
297. 
298. 
299. 
300. 
301. 
302. 
303. 
304. 
305. 
306. 
307. 
308. 
309. 
310. 
311. 
312. 
313. 
314. 
315. 
316. 
317. 
318. 
319. 
320. 
321. 
322. 
323. 
324. 
325. 
320. 
327. 
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Aufgabe. 


ш--п, U—Y 
S, 4 
8, (ty 
85 UY 
5,” 

ИЕ 

b, Sun 

b, а? — сз 

b, h--m 

b, h—m 

b, h?—m? 

b2— (a —c)2, e 

b(a—c), e 

а, 8 

a+c, m 

a--c, m 

a—c, h ` 

a—c, m 

a—c, m—n 

a—c, n 

а— с, 0 

a—c, r 

а? — c, h 

a? —c’,r 

c, hm 

c, h—m 

c, №? —m? 

h, n—n 

87 м 

а, с 

а, h--m 

a. h—m 

a, h?— m? 

8 

a E e, В 

a+c, Е 

2-6; o 

а— с. h 

a—c, Ғ 

а--с. p 

алар har 

ar ӨЗ ЕК 

ас, һ 


Gleichung. 


138. 
182 — 184. 
176. 
139. 
402. 
188. 
271. 


71. 74. 76. 81. 84. 
72, 15. 77. 86, 
73. 78. 89. 


15. 120. 121. 
SE 405. 447. 400. 
19. 

80. 

90. 

455 — 459, 462. 
304. 

360. 

406, 

330. 

323. 

411. 412. 378. 379. 
345. 

342. 

225. 


ХҮІ überſicht der Aufgaben. 


Aufgabe. Gleichung. 
398. | b, ac, F | 446. 
329. bo acer 445. 
330- b. h.t 407. 
331. at etb, ас, o 409. 
332. a, c, h+m 79. 
333- a, c, h—m 80. 
334. a, с, h?— m? 90. 
335. с. 5 245. 
336. а; €; U 2501 
337. ас. R 989. 
338. | а, €, 0 413. 
339. | а, c, f 461. 463. 
340. a, и, Y 251. 
341. | abeh men 210. 212. 
342. а--с, h, m—n 211. 213, 
343. ас, 1, m—n 226. 
344^ | В, SEE 470. 
345. mon, 8, Ми 276, 
346. | m—n, s, ми 275. 
947. m—n, u, Y 277. 
348. ш--п, ш--?; uy 277. 
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Berichtigung 


Seite 16 $. 22 8. 3 ift gu Ка: 
mn 


co === 
ac.cos A 


Seite 39 im Columnentitel lies: 
Gleichung 257 — 269. 


Erfte Abtheilung 


Gleichungen, welche zwei Winkel des Dreiecks enthalten. 


$. 1, 


2 
Sm A ABC (Fig. 1. 2.) fey BD ſenkrecht auf AC, und BE 
halbire den Z ABC. Man bezeichne 


die iner B3 C mie А. В, С 
die Gegenfeiten BC, АС, AB mit.... a,b, с 
die Höhe BD mit 1 

die Höhenabfehnitte CD, AD ШИЕ? Ser ole m,n 

die Halbirungslinie BE mit 8 

bie Abſchnitte CE, AE mit u,» 

den Umfang des Dreiecks ABC mif. ...p 

den Inhalt „ > „ DY Sa ais v E, 


Es ift bekanntlich Z DBE = 4(А—С) 
2 BEC =A+iB 
Z BEA = C+ iB 
Es if aber cos DBE = sin BEA = sin BEC; folglich 
SE sin (OF }B)=sin(4+ $B). 
Wird Az» C angenommen, fo ift auch A+ B> C+ 3B. 
Nun ИЕ (A 4- 3B) J- (€ 4-43 B) = 180°; folglich ift 
A+1B>90 cos(A+4B) negativ 
C+iB<90 cos(C-+4B) pofitiv, und 


ut = -+ cos (€ -+ 1 B) = cos (A -- 3 B). 
1 


A 
соз 


3 
sin - 


2 Erſte Abtheilung. 


8. 9. 
Aus den AA ABC, CBD, ABD, DBE ergeben fid) vermit⸗ 
telſt bekannter Elementarſatze folgende Gleichungen: 


а sin A imu ei 
1) 5 10) M cos A ) 
с. sin Ç ү а _ sin(A-F1B) 
2) b sinB m) Bu sin С 
3) а _ sin A __ Sin(C + 2B) 
с ramo ru sin © 
h А--6 с sin (A +23B 
5 E T ? 
= sin(A-+ 3B) _ sin(C+ 4B) 
= sin (C + 3B) Lei sin A 
e Hl. sin iB 
oper Рае 
h 3 2 sin 3B 
6) m e d sin (XT 1B) 
| x sin 3B 
7) Be tang C*) 15) £= "uc 
Uv ch 6 Y sin 1B 
8) == tang А **) 16) Е 


9) = = cosC*) 
Space 
Aus (1) und (2) folgt durch Addition 
a Ee sin A sin С 
(re? sinB 
_ sin A+ sin(A + В) 
Ee sinB 
din (A E 3B) 
„5 5 
(ac) sin 2B 
— sin (A+ 3B) yi КАК NY, Ob CV ew 


ein (А -- 4B) = ere м 


ein Acot}B+cosa— Ес 
(a с) —b cos A 


b sin A PA ЗЫР ЛУД 


0) 


17. 


cot x B 19. 


*) Für C>90 iff m negativ zu nehmen. 
**) Für A8 90 iff n negativ zu nehmen, 


Gleichung 1— 25. $.2—4. — 3 


Ferner if die Gleichung (a) einerlei mit folgender 
a EC cos 3(4— 0) 
b cos (А-ЕС) 


ang A tang 6 
T Pd—tangiAtangiC 
a Fc) -b 
LEIE tang} Atang}C ОО ВЭ) 
5 (a+ c) — b ; 
1 CO 29. 
a 4-с b (agen b)tang 5 Atang z W. 21. 
a Ee b (a b) cot ꝝ A cot Y .. 22, 
$. 4. 


Addirt man 1 zur Gleichung (а) in §. 3, fo ift 
sin(A + 28) -- sin 3 B 
sind B 
2sin}(A-+B)cos} A 
SS sing В 
9 cos 3 Сеоѕ тА 
„ O 


LLL PsiniB — f 23 
%cosjAcos¿C ` | 
Eben fo, oder durch Malone, erhalt man 


P = 
b 


p. 2cos4Bcos}C 
am sing A O ee 
‚р 2cos4Acos}B 
eT sin 30 

pin А 
a= Feos} Всоз3 С „% EE 
RR p sin? С 


2cos 5 A cos 3 В 
Zieht man ferner 1 von Gleichung (e) in §. 3 ab, fo ift 
&--c—b sin (A EIB) — sin2 B 


b E sind B 
a 9cos (A+ B)sin А 
EE sin} B 
2sin ) Csin} A à 
sin ZB . 


(a- e— b)sin 3 B 


- - 5 25 
Zsin Asin 15 

Fc) — b? gin 4 sin С 

rM ауа) 


Multiplieirt man (а) mit G), fo ift 


sin? 4b 


4 Erſte Abtheilung. 


. queo S 
b—siniB eo ͤ aca oM 


Dividirt man aber (y) durch (о), fo erhalt man die Gleichung 
(8) in $. 3. 


6. 5. 
Durch Multiplication der Gleichungen (8) in $. 4 erhält man 
pe 4508$ Acos?$Beos;C 
dou sing Asing Û 
4c 3 Boot iC 
SC tang $ 
— Ácos? 7 B (tang > A+ tang 4B) 


77 tang }A(i— tang 2 Atang 3B) 


(dea) 


und hieraus 


2 ns iB 
5 — 4ас. cos? 1B ER dac.cos? 9B —. o» 
lang? 2 A VERDE. tang gach a = 0 27. 


Die beiden Werthe für tang y A geben beide Winkel A und C. 
Denn aus Gleichung (e) folgt tang BA tang $C = “cos iB 
und daffelbe findet man, wenn man die beiden Werthe der Gleis 
chung (27) multiplleirt. 

sin A B. Мас 


Setzt man e d —sinM, fo erhält man 


&р— 
9с052 B. Vac 

tang А = — = cot М durch bie + Wurzel 
Zens В.И: 

e e durch die — Wurzel. 


Um in ber Aufgabe A, p, ac den Winkel B zu berechnen, ſetze 
А TE H 
man б € 21 — TER » 
n in der Gleichung (27) cos 3B iungi B' fo findet 
man für tangiB x 
sa 
Seat, xt} (1 SS cot papa Er cot ASO 98, 
l % 6. 
Aus (1) und (2) folgt durch Subtraction 


a—c sin A sin C 


Ion sinB 
Sin (AAB) sin A 
SE sin B 


_ _ eos(A-F 3B) 
©) 


Gleichung 26—87. $. 5 und 6. 5 
а-с cos (C + 1B) 
EE SDN СЕ ET . 
TRE (a—c)cos B 

— cos(C-+ 4B) кл 9119 * Q tel hex: 
— cos (А + #В)] а--с 
aa i = ¿CORD 230. 


Aus (a) folgt = cos A + sin Atang В 


b 
tang B= EK О 
Eben fo aus (9) tang B= 20050009 32 


Die Gleichung (8) ift ferner einerlei mit folgender 
а—с Біл (А--С) tang zA — tang С 


b — sinj(A--C) апрл ＋ lang 30 


b —(a— е) 
ашіс- PE tong ja des...» 90, 


b eus 
tang iA = PEE uns ic % E 


Durch SN der Gleichungen (а) in $. 3 und $. 6 er 


| —ез_ _ sin(A--3B).cos(A LI 

hält man Ta sin 4B cos 4B 
_ ` _ sin(2A-F B) 
Kee "EC ...........(у) 
1 8n(2C- B) 
weno is n n 0) 
y sin (A — С) 
25 ее el (E) 


Mus (y) folgt Mu — sin2 A cot B cos 24 


а? — c? 
b sin 24 


= — cot 2A (Bart 1) 


2 
Eben fo aus (7)  cotB = usc SO 
Setzt man in (e) sinB = sin (A + C), fo ift 
a? c? _ sin(A—C) _ tangA—tangC 
b? sin (AC)  tangÀ + ang C 


b? — (a? — c?) 
Бас?) ` tang 4 37. 


cot B = 一 — cot2 Aj 


... 35. 


tang C = 


6 Erſte Abtheilung. 
ee 


e 


tang A 一 . 


$. 7 
Aus CD unb (O folgt darch Multiplication 
ac sin A sin Ç 


b2 sin B 
= ein B/ EE, 
Ke sin A sin C 19; 


SCH sin A sin (A + B) 
== sin? А cos B -+ sin A cos A sin В 
(Ê — ein cos A sin B) = sia? А cos? В 
woraus folgt, wenn sin B= x geſetzt wird, 


b?sin2A b?sinA 42 b2sin2 A. 2 
PT 
5 x A ) x ( = ) 0 40, 
% 8. 


= man die Gleichungen (1) und (2) aufs Quadrat, fo 
erhält man durch Addition 
22 Ee _ sin? A зіп? С 


o e 
Sinz A sin? (A + B) 
~ sin? В sin? B 


aan E — sin2A(1-I-cot?B)--sin?A cot®B-Fcos®A-+2 sin Acos АсоіВ 


=1 2 510° A cot? B+ 2sin A cos А cot B 
а? ＋ ec? — 2 
cot? B + cot A. cot B F 0 . Ne 
a? шк 2D 
ТОБ ША. "еге 
Es (о) ar gc? = d und 1) wenn d>b? if, 


142 (1—b2) Ж E ; 
PIE = tang M, fo if 


cotB — tang 1M. an w) durch die + Wurzel 
2) wenn d<b? ift, fey 
1/92-- 4) 


В Aen I/ foot? A. S CAT, 


= sin М, fo erhält man 


b cos A 
cot B — — tang 1M. ко уф bie + Wurzel 
cot B = — cot 131 И а durch dic — Wurzel 


bsinA 


Gleichung 88—47. 6. 7— 9. 7 


Setzt man in (2) anz A 1+ cot? A, fo findet man 


ab 
2b? cot B 2b? cot? В 
2 . . 
cot? A SC ve: cot + (1— aU n es )= 0 edo 


Die beiden Werthe der Gleichung geben 1 Winkel A, C. 
Dich erhellet, wenn man in (а) sin A = sin (B+ C) fit, oder 
auch auf folgende Weifes Aus (а) folgt 
eine B = sin? A -+ sin? C —sin? B 
== sin? A sin? C sine (A + C) 
== 2512 Asin? C — 2 sin A cos Asin C cos C 
= — sin Asin C cos (A + С) 
eee, 
9b?cotB _ эВ ding E 
a?--c?-—bh? sin A sin C. sin A sin С EE 
woraus die Nichtigkeit der obigen Behauptung erhellet. 


, а? сэ Бэ 
Aus (y) folgt E B/ . 
8. 9. 
„ a2 с. sin A 
Weil e улс cat fo folgt aus (3) 4277 


ic ac.sin A es ac.sin C 44 
a=) Er E =} EI SA MP MT 


Aus (3) ergeben fid) ferner folgende Gleichungen 


ate (ache 2cos }Bcos 3 (A — C) (x) 


Tate sin € 
SE (a+ с)а _ 2cos 3Bcos3 (A — C) 

NE S or ME sin A КӨК) 
а—с__ (а—с)с |  2sin3Bsin3 (A— C) 60 
e sinë Nov cue 
а—с ( с)а 28in 2B sin 1 CA — С) (д) 

aaa sin À EEN 

Hieraus folgt: 
(a- o) sin A T (a+ c) sin C . 45 
a = 5 cos jBcos (А— ©) ? ^ 90088 соз (А0) 4 
(a— c) sin А (a c) sin C 43, 


Kr ا‎ „ —"QanjBsini(A— 0€) * 


«уда M -Feja.sinA ii =V een TH у. 47, 
А ЖОШ) BO >= Эс Воз A= 


8 Erſte Abtheilung. 


=] / | (a—c)a.sinA — (a- chers _ aU c 
В “sin {Bsing (A ech Aan dt “asin 3B sing (A—C) a 


Multiplicirt man (9) mit (O, fo ift 


a?—c? __sinBsin(A—C) 
PS sin? A 
a? — c? 
a = sin Via V9. 
(9) Аса ӨШ АО. EEN SS 
(5) 9t (sapo PEY 830 ) («) 
nt 5 
tang3(A—C)= ao B. . 
_ fle К e 
tang LD a Fe 01 . 
8. 10, 
Multiplieirt man (1) mit (5), fo ift 
h sin À sin Ç 60 
p um sin „ „„ „% %% „„ „„ „4„„ [(4 
bsin Asin С 
hl ner D one ... D 59. 
p E r 


zin Lain 
Weil === => ‚ fo folgt aus (a) 


be sin Asin C b=] / 2Fsin B 
F = — sinB "TECH sinAsinC 


Aus e folgt ferner 


. 
` 
° 
5 
- 
A 
Е 
: 
5 
= 
ex 
= 


sin A sn 1 v 
E a sin(A-FC) - 7 cot C cot A A A o blo o o o o o p ^ 
cot = PMA ADU US Er SUR, 


Setzt man ferner in (а) sin C == sin (А -- В), fo if 
E = sin? A cot B + sin A cos A 


— cot À 
ALTO RI iay 8 ch 


=cotA (nad!) 


in (A — M) gr 
— sinAsmM ^" bsin? A 


cot B =. (1-+ сой A) cot A 


h 
cot B = b sin? A 


= cot M 


Gleichung 48 — 63. 6. 10 — 12. хан) 


со en cot* A — т 5 cotA 十 (L 一 了 cot B) = 0 


cot A = au . | m EE Be 
Die beiden Wurzeln KÉ beide de А, С. Denn aus (6) 


folgt cot A -+ cot C = 2. und daſſelbe findet man, wenn man bie 
beiden Werthe der Gleichung (57) abbirt. 


§ 11. 
Die Multiplication der Gleichungen (5) und (6) giebt 
h? 
= ТЕЕ Е ers («) 
h = Vac.sin Asia Ç , VERTS OSs 
ein , ае EN m 


ac. sin A 
h? 
ac sin A sin (A+ в) 
= sin? А cos В -+ sin А cos A sin B 
2 2 
(> — sin? Acos 5) — sin? А cos? A sin? B 
ac 
= sin? A (1 — sin? p: sin? B 
9 
alfo .. sin? A (E E — sin? B). sin? A+ 470 = 
5. 12. 


Aus den umgekehrten Gleichungen (5) und (6) folgt 
ate sin A sin _ 2c 2B gos MA — С) (a) 


ү 


60, 


D ‘sin Asin sin Asin C 
a—c _ smA—sinC _ 2sin3Bsin3(A— €) ( 
D Sn sin A sin € se (8) 
n?— c?  sin?A— sin: C _ sinBsin CA C) o) 
(RE WEE BE nns KEEN BEE 
A sin C 
f ee 
Aus (e) folgt A О" 

sin C = J) 


(a e) sin Ah 
und wenn man sin = sin (А EB) fet und die Gleichung nach 
sin A = x ordnet, 
21 2 1 
ха  Lhcos iB E cos? Fui 


ate (a 
2hsin? B (жешл 63 
SE Sech „ s 


10 | Erſte Abtheilung. 


(a — c) sin А sin € 


Mus (8) folgt О SE ATTE 68. 
rol А h sin С e 
VE EE 565. 


h sin A T 
sin € = e. 


und für sin A= x 


4hsin? В 1B 4h? sin? 1B 
x^ 3 — 2 2 
+ -一 一 oda + um д Sin в) X 
2hsin? B Sb ESPE 67 
EE lcs 57. 
Ge ak 
Mus (у) folgt h = sin À sin С o 68. 
h sin € sin C 
А = >= м 一 一 一 一 一 一 69 
sin y [h2— (a? — c2) sin? C] TE gina c] 


sin C CV Ta? — 
= an, f neueren] Е ЕЗ = cosM; und 
h sin A sin A 57 
paga 10: 


P 
Sin y Ih? + (a?— с?) sin? А] “үй: d sin? A] 


sin Med je 


— sin Asin P, für = cotP. 


$. 13. 
Aus (7) ergeben fid folgende Gleichungen: 
h Em. sin C Ecos C cos (C. 45). U. 2 («) 


ie, sin C 772 sin С 
h—m sin C cos ¿sin (С--45). 1⁄2 (з) 
DEEN sin C sin € „„ 
5 sin (20 —90) _ 22 60826 
n? e sin? C 
h—m * 
mon — tang (€ — 43) 
h-m sin CA cos _ cos (С — 45). 1/3 
N cos С RD cost — 
hm sinC—cosC — sin(C—45).]/2 
m cos € = cosh 
3 sin (2 C — 90) — _ соз 2C 


m? ~~ cos? cos? C 


Gleichung 64 — 86. $. 19 unb 14. 


Aus dieſen Gleichungen findet man 
(hm) sin С 
cos (C 45) ./ 2 
(hm) sin C 

F 


» . 


..... 


Һ2--т? SC m?—h? 
к= ]/ =s meca ^ 86 Dou 


h—m = (h-++m).tang(C— 45) 


htm = (h—m).cot(C—43) ....... 


ch m) cos С 
cos (C— 45). V2 
(hm) cos С 


— 


9. 14. 
Multiplicirt man die Gleichungen (a) und (8) in $. 


2 sinC und = sin A, fo erhalt man 


Kin. cos(0—45)./2, = m= ala (O 45). 


sin A сов(С--45).1/9 
sin C 


h—m __ (1 cot C) sin A — Sin A sin (€ —45).]/3 
LI. sin C 


bm E (1- cot C) sin А 一 
с 


Hieraus folgt cos (C лаз E OO E 3 


sin (C om 2173 
h--m 
a = cos (0— 48). V2 
Es h—m 
Sin (C 45). 72 
x (um) sin С 
Ka E EE e 
(h-+ m)sin С 
c. cos (C 45). 72 
Dis (һ--ш)віп С 
— sin(C—43)sin A.]/2 ' 
(h m) sin C 
WAS c.sin(C—43).]/2 


sin А = 


— sin(C—453) ./2 ооо оо 
h? —m? m? —h2 
m= cos Y m) 20 000 = ot m Ç 


9 4 اټ es ON‏ % م 


„76. 


77. 


21 18; 


13 mit 


ya 


(ES Erſte Abtheilung. 
h 十 m 


S2 Ee e WEST, 

> c.sin A 党 
h—m 

соб = RER: 88. 


und wenn man aus dem Producte der 2 (81) und (82) 
die Wurzel auszieht 


y VS b 
ыз mens) а” 


E ор, 
a? 
$. 15, 
Multiplicirt man (7) mit (8), fo ift 
h2 
ma = tangAtangC. е (©) 


h mm tang A tang 6. 91. 


h? 
tans O ce СОҒАРЫ 92. 
тап 


° 


Aus (e) folgt a = — tang А tang(A + B) 


шп 
__ tang? А 十 tang AtangB 
TA tang A tang B—i 
h? — mn 12 
tang? A— ———— tamg B. tang A --— —0 ....... 93 
5°: ша ES mn 3 


Setzt man, wenn mn pofitiv ift, 


91 з A 
hcotBj/mn — sin М, fo erhält man 


h? — inn 
h cot 3M , htang iM 
О. F 
У mn Y mn 


Setzt man aber, wenn mn negativ iff, 
9hcotB1/— 2 
2hcot B И — mn tang M, fo i 


h? — mn 
SE һсо 3M „єбє с htangıM 
tang В + V —un 5 tang C = 一 nn 
$; 16. 
Aus ben umgekehrten Gleichungen (7) und (8) folgt 
m Е en SG et A. YY CE D (а) 
cot € ыс. BE 94. 
licot C — (m n) 


EE E ele a a ˙ e | 
со Б 95 


Gleichung 87 — 100. 6. 15 — 17. 13 


Aus (e) folgt, weil cotC = cot (A B) ift, 
m—n I= cot А cot В 


h cot À + cot B ЗА 
und hieraus, wenn m—n = d geſetzt wird, 
EE 05 
h cot B + id fheotB-+43d\2  dcotB —h 
= к و ی ق ا ات دح‎ Y 
cotA h IN h ) h 96 
cot B zd. Vh -F 3d? sin? B 
GUN h d hsinB 
Setzt man in (8) für cot A den Werth aus (x), fo ift 
cot? C + 2h cot B d O . deotB--h 0 
h b 
$. 17, 


Aus (а) in $. 16 ergiebt fich 
m—n 2sin z (A- O) cos (A- ) 
TRENNT sin А sin C г, 
und wenn man diefe Gleichung durch (а) in $. 12 dividirt, 
m—n _ sin} (A—C) _ sin}(A— C) 
ate cos zB Sinz (A 
__ tang 4A — tang С 
— tang 4A + tangiC 


210 (ae) — (m—n) 
tang iC = Ga . tang 1A 
(a+c) (m— n) 
E E „tangz 0. 98. 
Dividirt man (e) durch die Gleichung (8) in $. 12, fo ift 
m—n _cos}(A—C) _ cos3(A — €) *) 
a—c  sinjB 7 соз:(А--С) 
— 1-Н tang 3A tang 26 
I- tang $A tang 4C 


oe so atl oie 


tang A = 


ang 10 = MD EI. ыд uec. 99) 


14 — (m— n) — (a— c) š 
t . O . 
ang iA GEIL coti С 100, 


) folgt auch unmittelbar aus (e) in $.3, weil? 5 SÉ — if, 


14 Erſte Abtheilung. 


6. 18. 
Multiplieirt man (1) mit (9), ſo iſt 
m sin K cos C 
в e ee REC) 
msin B 
in A 80 el. 
m — Sin A cos(A + В) 
PV sinB 
cos A cot B sin A 


b sin A 
m 


В = tangA 一 TAOOSA 102. 


— tang 
ans, А (1— 1 1 5 


Bequemer wird die Rechnung, wenn man in der Aufgabe A, b, m 
oder А, m, n den Winkel C (шы. Dividirt man (8) durch (7), 


m _ tang А 


fo iſt E alfo tangC = = tang À lU 
Aus (102) folgt 
bsin? A—m n tang? A —m 
cotB == S 
bsinAcosA (mn) tang A 
tang? А 一 ee EE tang 4 — Y =0 
n n 
„(n An) cotB /(m + n)? cot? B (m+ п)? cot? B m 4 
tang À — Tm LT E 十 E 104. 


Setzt man hier, wenn I) m und п pofitiy genommen werden, 
€ do Cé 
еи = tang M, fo giebt die + Wurzel 


tang А = cot 3M ya 


Setzt man aber, wenn 2) m ober n negativ ift, 
2tang B/ mn 
m--n 
für tang A die Werthe 


f- 
十 cot AN y und + tang guy = wenn m negativ; 


== siuM, fo erhält man 


— fanz: pp - zum — eot ppc exe мени m negativ. 


Gleichung 101 — 112. $. 18 — 20. 15 


$. 19. 
Dividirt man (8) in $. 9 durch die Gleichung (9), fo iff 
a+c 2cosijBcos2(A— С) sin A sin C O 


mi ҮЛ. sin Acos C = sinAcosC 
)) . 105 
2cos 3B cos (A- С) i 
(a+ с) sin A cos С = msimA--msinC . (5) 
F 106. 


(a + c) cos C- m 


5 cos C sin С = sin A 


unb wenn kn Ne tang M geſetzt wird, 


P TM | == sinAcosM .. Я 107 
Aus dieſer Gleichung läßt fid) C berechnen. Will man aber € 
geſondert, fo erhebe man (8) aufs Quadrat und ſetze cos? C = 
1 — sin? C, fo findet man 
(a-+c)?—m? 


2m?sinA 


in? A tt RS y O pp A A in2A—0 Ë 
= Cesare: ue atoy isin A- Fm? n" 
$. 20. 


Dividive man (I) in 8.9 durch Gleichung (9) fo erhält man 
С ас  2sinjBsini(A— ©) _ sin А —sin Ç 

in sin À cos C ie GOT 

(a- c)sin À cos C 
sin B sin (A 
(a - c) sin A cos С = msinA—msin€ ...... LÉI 
„ ↄ i 

m — (a - c) cos C 


e cos CA sin C = sin A 


sin À = 


und wenn er — tang M. gefegt wird, 


sin (MC) = sin А сөМ....... СН» 
Will man für C eine beſondere Gleichung haben, fo erhebe man 
(8) aufs Quadrat und ſubſtituire 1 — sin? C für cos? C, fofin 
det man 


d 2m?sinA Я m?—(a—c)* |, 
? „ ў ——F sin? A 2. 
sin?C—— A sin G (a cJisinzA?^ A=0 11 


16 Erſte Abtheilung. 


$. 21. 


Dividirt man (y) in $. 9 durch Gleichung (10), fo iff 
a — 2 УВ sin (A — C) sin A sin C 


n cosAsn€C- cos Asin C 
Hieraus findet man wie im vorigen 5. 
(a -c) cos A sin C 113 
ЕО) Ga у: 
тт nsinA 
CT E AZER OS GE Ng E, 
sin (A— M) =simCcosM ....... 115. 


—sin(M—A) 


5 om (sin C. 
für tang M EE 


$ und 


aes 2n?sinC n?—(a—c)? 2 
sin? A Cap ORO «sin A -F re OO C=0 116. 
$. 22. 

Die Multiplication der Gleichungen (9) und (10) giebt 

mn i 
— = cos А cos C 
ac 


mn 
cos C — 


ac.cosA 
mn 
— = — А-- В 
5 cos А cos (А + В) 


= = cos? А cos В + sin А cos A sin В 
тп 2 ҚАТА a 
Fe ＋ cos? A cos B) = sin? А cos? A sin? B 
à 


Setzt man hier 1 — sine À Gott cos? A, oder L—cos?A [ан 
sin? А, fo erhält man geordnet 


sinta (eos E); AU EE —0 118. 


E 2 mn cos В mn 
N В EE O Qi == EE j 
cos^ A (sin В xr ) cos +(e)" 0 119 


8. 23. 
4 ‘ u sinB сов (A FO 
Es ift... FJ . Gel 
05 220. 


8 
Aus dieſer Gleichung laßt E d) der Winkel A finden. Will man 


A getrennt haben, fo folgere man aus (с) 
cos 24 cos 20 — sin А sin 20 (D) 


-— 一 anya ke la lie {ө лә. 


D 2 sin $C cos 1C 


Gleichung 113 — 124. $, 21 — 24. 17 


2 usin 4C s, sin 3A tang 3 C s. cos 24 
Man erhebe diefe Gleichung aufs Quadrat und feke cos? 24 = 
1--віп? А, fo erhält man, für sin A = x 
in? 1 ‹ Й 2 Sin? 3 
xe SUR" AG eos de ic . x+ (A 55 Sege) cos? 3C — Ü , 121, 


Ferner folgt aus (0) 
8. sin 24 sin 4C = (s cos 3A — 2% sin 3C) cos 2C 

Quadrirt man diefe Gleichung und ſubſtituirt 1 — sin? 30 für 
cos? 2С, fo erhält man, wenn sin 30 = y und cos 24 = u ge 
ſetzt wird, 

7 E e bd LUN CH 

y Së Г. )s M GE 

Aus ( folgt 
Bisin 4B L sin — sin (A FB) 


A 
== sin Acos B cos A sin 33. 00 


= sin А (1—2 sin? 3B) + 2 cos Asin В cos 3B 
nm sin A (1 —2sin? 3B) = 2cosA sin JB cos В 
Man erhebe dieſe Gleichung aufs Quadrat und ſubſtituire 
1 sine 4B für cos? 28, fo findet man, wenn sin 2B = z und 
sin À — v ды wird, 
24 d Sech TO 
EAMA ＋ 9; И 5 4 0 193. 


— cos B 


луін man in YE für sin¿B, um eine Glei⸗ 


chung für sinB oder cos В 1 fo erhält man eine noch 
weitläufigere Gleichung des Aten Grades. 


8. 24, 
m Addition erhalt man aus den Gleichungen (15) und (16) 
— (sin А--віп C) sin ЗВ . cos 4(А — C) sin В (9 
a sin A sin C sin Asin C EAT 


Ъ =. НАУ Ea lee Leas 
b — sin(A+ 3B)sinB 
„ sin K sin (KB) 
sin A cos 3B ＋ cos A sin В 
= sin sin? А cot B - sin A cos А 


2 
(sin: AcotB— sin А cos в)? (vn 4B — sin A) (1-- sin?A) 
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Entwickelt man dieſe Gleichung, ordnet nach sin A und ſetzt 
sin A = x, sinB = u, sin 25 = v, cos 8 = w, fo erhält man 


sn w zur e u? xb 9 = йы 1 0 80 195. 
Durch Subtraction folgt aus (15) und (16) 
Ни (sin А — sin С) sin ¿B ds 2sin? 3B sin (A — €) 
5 sin А sin C sin А sin C 

alfo, wenn burd) (а) bipibirt wird, 

Kin gcn cotiB — tangi(A+C) 

A tang (A €) tang KA — 0) 
Dieſe Gleichung ergiebt ſich auch unmittelbar aus (e) in S. 9, 


= а 
weil —=—, š 
c A а--с 49 


Daher iſt .. tang MAC) 于 СОҒАН SSR 26 


anglB =“, ect E E 
tangi "ade cot (A — C). 
4 == (u—r).cotiBcot1(A— С) 128. 


an giebt Capo. MN cos B + cot А sin B 


(15) а sin A 
o e ag, 
sin A 
Bin OE SRA d Vies ép ois. 130. 
u 
3 
sin В 


Zweite Abtheilung. 


Gleichungen, welche einen Winkel des Dreiecks und die Differenz 
der beiden übrigen enthalten. 


$. 25. 
Mit Beibehaltung der übrigen Bezeichnungen in S. 1 {ереп 
wir В = 20, alfo A+C = 180-260; und 
A- C= 2%; fo if 


A+C 
2 re lío А = 90— ( = 
aA Ode Оор (04 gy 


Gleichung 195 — 149. 6. 25 und 26. 19 


Daher iſt 
sin А = cos (z — g) sin € = cos(«-- ф) 
cos А = sin («— р) cos C = sin («+ ¢) 
tang А = cot (E= tang С = cot (с + q) 
cot A = tang («— q) cot = tang ( 4) 


Vermittelſt dieſer Formeln verwandeln fid) die Gleichungen des 
§. 2 in folgende: 


132. 5 = 140. = = sin («+ p) 
133. + = p 141, = sin (a 
rn 1 
135, = cosy мз. 5. 868070 
190. № озер) 14 £ 80h 
137. 上 一 cos(a— 60 145. "A See 
138. t = tang («+ q) 146. E = tO 
139. + = tang (e— Ф) 147. 2 8586 
$. 96, 


Soll aus (132) der Winkel < berechnet werden, fo iff 
а cos cos sin e sin p 
1 2 sin & cos с 
Qa sin c b cos р) cose = b sin sin . . (А) 
(sina— Ê созу) cote = z sing. nee LE GA 
Aus dieſer Gleichung kann e vermittelt der Regula Falfi 
gefunden werden. Bequemer aber zu dieſer Rechnung iſt die 
Gleichung (132). 
Erhebt man (A) aufs Quadrat, ſetzt cos? а = 1—sin?« und 
ordnet nach sing = x, fo findet man 


b cos q 4a? — bh? b cosg b сов? 
D ee 
x = 2X das c = x da =0 149, 


In dieſer Gleichung Fann с ftatt a geſetzt werden. 
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% 97; 
Durch Addition folgt aus (132) und (133) 
a Ee coste — q) + соз («+ ф) cos ꝙ (A) 
b N AT ооо 9 


sin2« sin« 


ondes t On. 0 


A b 
We |. > ады 151. 


Aus denſelben Gleichungen folgt 


sing =~ cosa. 和 vv。 e 152. 


cose 一 Ib 
а=—с 
Durch Multiplication der Gleichungen (A) und (В) ergiebt fid) 
а? — c? sin 2% 
b? sin Z 


BIN pa vise o 33. 


2 — C2 
A В, 


nS разу ; 
sinde = ----віп20 ......... 155. 
a? — c? 


$. 28, 


Multiplicire man die Gleichung (A) іп 8. 97 mit (132) 
und febt (a Ee) a = P, fo ift 


D _ cospcos(a— q) соѕс-|- cos (2p — о) 


b? sin asin 26 2 sin «sin 2 
ee 2% Demos 5 
cos («—2 q) OS COSO. + ae 106, 
іп2 
= cosa D 251) 
eng MS sin (M— c) 
ем. sin M 


für p cot M 
Aus (156) folgt, wenn man mit cose dividirt, 
4Dsin?« 1 
6 — 
Man ſetze die rechte Seite der Gleichung S u, fo ift 
sin 2 tanga = u- C2 


соз 2% +- sin 2 tanga = 


Gleichung 150 — 161. $. 27 — 30. 91 


tang? с — tang? «cos? 2% = и? -+ cos?2 р —2u cos 2 p 
(1 + tang? a). cos? 2% —2u. cos 2 q + (u? —tang? с) = 0 
соз? 2 p —2 u cos? с, cos 2% + (и? cos? e — віп? c) = 0 
c0820 = ucos? d + sing Y 1— u?cos?a. , . . . 157. 


$. 29. 


Multiplicirt man die Gleichung (B) in $. 27 mit (132) 
und fet (a—c)a= E, fo ift 
E  sinqcos(a—q) sin sin «+ sin (2 p — в) 
b? ^ coscsin2« 7 9coscsin2a 
sin(2p—«)] 2Ecoscsin2« 
Beer — b? 
a и 


—зта..... 158. 


== sin ¢ 
cos (e 15 ei 
SM 


für Zus = = cotM 


Aus (158) erhalt man, wie im vorigen §., wenn 


0082 
ae 2 1= v gefegt wird, 
C0S2 p = —vsin?azkEcosc Y 1— v?sin?e .... 159. 
$. 30. 


Die Multiplication der Gleichungen (132) und (133) giebt 
ас _ cos (E q) cos (« kal 21. cos 26 -+ cos2 p 


b2 sin 2x ein ee (4) 
2ac.sin?2« 
€082g тра CO: 100. 
2 ac. sin 2% tang 2¢ 
= cos2« 人 
— sin@e—M) | _ sin (M —2«) 
sin M Er sin M 
für Qac.sin 22 _ cotM 


Setzt man in (A) sin? 2 一 EE fo erhält man 
cost gate 2g cos 20-4 Ен „ e 


--------------------------:- 


b2 cos 2p 
cos2« = 一 dn FG) ORTE CODE 161. 
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Subſtituirt man in (B) 1—2sin?« für созда, fo ift 


2 2 2 cos? 

sinta 25 sing a ۴ o 
Дас 
ве dL “ү ше he . 162. 
Sac Sac 4ac 
sina =] / b cos p ШОМ, fi AbeosyVac_ Aa 
E DATE IE F 
$. 31. 


Mus (132) und (133) folgt ferner 
а? es — 6058 (и (р) t cos? (e ++ I с052 0082 g (A) 
b? sin? 2« PES sin?2« M 
_ (a? + c?) sin? 2 «— b? 
535 . 
Setzt man in (A) sin? 2 = mca ie ijt 


b? cos Zo yu 
296- c 
cos? 20 + — => ere cos 20+ ( == 0 
alfo, wenn а? -- с? = d, 
2 9 
созда == — 2200920 b. ty) + 1-4 3 
0 


Setzt man hier, wenn 1) d> be if, 
2V(d—b2)d 


b? cos2 p 


онде = tang pM И durch die + Wurzel 


N ſo iſt 


Setzt man aber, wenn 2) d She if, 


2 == віп M, fo findet man für cos 2% die Werthe: 
b? cos 2 р 
1) —tang 1M 0 2) —cot} ny ad 
$. 32. 
Aus (132) und (133) folgt ferner 
ba sin 26 E cos (G ip) A) 
bite sin e Ecos (Бә) ° ° ° ° V ° ° ° ( 
Setzt man nun... b-Fa-k b—a=p 


b+e=1 b—c= q, fo ift 
k | 2sinecose- cos ecos p -+ sin «sin р 
I singe, = cosacos p — sin asin g 
__ sin e-+ cos фо +- tang « sin p 


T 2 sina- cos. — tang «sin e 


Gleichung 162 — 169. $. 31 — 33. 23 
k-+1_2sine+cosp 


k—l tangesinp 
k o 
sine = шы tang c sin «p — cos ф 


Es fer c tanga — cotM, fo erhält man 
sin (p — M) 
sin 
sin (% М) = 2sin si Lin. 165. 
Eben ſo findet man aus ү 
12 q 


— 4 cos y —tang ¢ sin p 


ga 


xd cot ¢ COS q — sin qi 


2 sin & = > alfo 


Ising = 


ll a E 2cosa = р 


cos (N 
sin M 
wenn = joo = cotM iff. 
ОТО Ае cos (p + М) = 2cosesn M ........ 160. 
Eben fo erhält man aus (А) 
e dur e EO 
1-Ер 


De scote = = tang M 


pieles М) sin sin М... +, 168, 
für d Prange = cot M. 
= р 


6; 33. 
Durch Addition folgt aus den umgekehrten Gleichungen 
(136) und (137) 
а-го сов (к — q) + coste q). 
Ch cos (c f p)cos(z— p) | 
9 cos « cos Фф 
/ CULMEN UE (A) 
2 cos cos y 
= ada „% A NED 


21 
N SE 


— ud — sîn? о == 
FU T . cose — sin? р == 0 
cosa = == 4 +V E +sin?g ...... 169. 


= sir op cot IM; für ate tang p = tang M 
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Aus (B) folgt cos? — es . cos y — віп? g = 0 


h cos & hcosa\2 Е 
соз = sd пене, -E singe ....... 170, 


人 


t SEN tang ¢ = tang М 


= sina cot 3M, 


8. т 

Durch Subtraction der umgekehrten Gleichungen (136) und 
(137) erhalt man 
a—c _ cos(«— q)— cos ( , q) 


h ^ cos (s = 
Es 9 віпевіп p Жи (А) 
por eer y оао D 
VVV 
cos? "p—einte 


Ihsin« 


Aus (A) folgt sin? p+ а sin p — eos? ¢ = 0 


ee h sin V hsin« 4 
snp E E - cos C ç oe e әз а 171. 


ee 
== cosciang 4M, fit 


© cote = tang М 


Aus (B) folgt sin? an TE . sine— cos? gp = 0 


а= 


E hsin p Ф (bong 2 М 173 
sine = Fer: tV (E) ＋ сов? р... ce» 172 


= coso tang ZM, für = 


§. 35. 


Die Multiplication ber Gleichungen (136) und (137) giebt 


h? 
27 («+ q) cos (e— ф) 


= cos? ꝙ — sin? ¢ 
= cos? c — sin? p 


3 
sine 一 Y cost p — 1 8. 


° cot = tang M 


: с h 
== cospsinM, für ——>—= cos М 
os ꝙ sin f 88 80 co i 
sing = V cos? E „ 
cos sin N, für N 


cosa ac 


Gleichung 170 —180. 6 31 — 37. 25 


$. 36. 
Durch Multiplication der Gleichungen (138) und (139) er⸗ 
haͤlt man ( 
R LN R cos 2% — cos 2« 
pa tang (e-+ y) tang a N) Peer 
h?—mn. cos2« ` ; 
= — „„ RENT, (А) 


hz nm  cos2g "° 
h? 
созӣ р =] : m €. ꝗ 178. 


he — mn 
сова к ша 59920 .....,», 179, 


8. 97. 
Addirt man (138) und (139), fo iff 


—— = tang(e-+ q) + tang(«— ) 
1 
We 2sin2« 
h cos 2 ＋ c 2% š 
2sinccosc 
3222 1 
cos? p— sin? & (B) 


= 


eee * 9 э а 


9 
соѕ? р = sin?a E cote + 1) 
. 177, 
cosp = Ans, © für cot M =Z cote cot « 


Aus (А) folgt... cos20 = FE sin 2a— cosa. seess 178. 


= cos2a Gi tang2a—1) 


__sin Bez) - in (P--2«) 179 
sin P sin P 


2h 
[P 一 一 
füt co Y 


9 Йа ек à : 
—sin(P— 20) = sin P e0s29 КҮЛУ” 
Aus dieſer Gleichung läßt fid) 2o finden. Will man а getrennt, 


fo folgt aus (A) 
2h 
! cos 2 =, sin2e—cos2 g 


Erhebt man dieſe Gleichung aufs Quadrat und fegt cos? 2 一 


1 sin? 20, fo findet man geordnet 
š 4bhcos2 р be sin 2% 
nici TT рін ai ш2а-- ja 一 
A 
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с 司 EEN EE EC 
e SE . 181. 


b? CAI GEN b 4h? ° 
ас 4 /[b2+4h? 


$. 38. 


Zieht man (139) von (138) ab, fo ift 
Ze = tang (a + q)— tang («— g) 
T 2 sin? p ; 
cos 26 ＋ cos2 p 
2 291 ꝙ cose 
cos? « — sin? p 


cos? = sin? p CH cot p + 1) 


иене (8) 


ан (B) 


ор 182 
d h ene LI 
i M° für co = / HE cot 
әт 
Aus (А) folgt ... cos9c = sin 2 — cos 2. 188 
h 
= cos2 ip сш ‚tang2 ф-- 1) 
sin (2 —M) sin(M—27) 8 
一 一 一 一 一 -一 一 84. 
sin М Sin NM ТА 
2 
für —— = cot M 
m—n 


sin (2 p —M) 2 T T 

BER, Оу sinMcos2% ...... 183. 

Aus dieſer Gleichung läft fid) 2% berechnen. Will man y ge 
ſondert haben, fo folgt aus (A) 


€ 


— sin 2% —cos2 g 
Man erhebe diefe Gleichung aufs Quadrat und ſubſtituire 


1 sin 2% für cos? 2%, fo findet man, wenn m—n=d ge 
ſetzt wird, 


cos 2% = 
7 m 


PS Adhcos2a MET de sin? 2e — 
AA Ee ar 
Y 9dhcos2« ye 2dh cos 2 . d?sin?2« : 
E Tepe d 441° ) E E е 
cot IM. ЦО ИК 4 fürtang 20. ТЗ] _ tang M 


yaan 5 2h 


Gleichung 181 — 191. $. 38 unb 39. 27 


Dividirt man die Gleichungen (A) dieſes und des vorigen $. 

durch einander, fo erhält man 
min. sin 26 
W ai sin 2% 


Ра н. 


sin? p =p sin 2a 8 


ein 26 = TEN fin 2 % O > 188. 
m—n 
§. 39. 
Nach $. 27 ift ale SP Man addire beiderſeits 1, 
b sing 
À p _ cosy sine pater 
fo ift . ML ME EE (A) 
miedo man diefe Gleichung mit (B) in $. 37, fo ift 
AE e 
h cs sin& 
cos (p Bae i sina (2 cota 4-1) PON id B 
p p 
Sin (e + М) 


men mh tang M ift 5 
cosmo. en! prmeum E T 
sin («-{- M) = cosqcosM ao s ses» ~~ 190, . 
Will man cine befondere Gleichung für e haben, fo folgt aus (В) 
sin c = cos is COS ¢ 


woraus man findet 


4h p сов p DR sin? p 
2 Nee E rikatt ien y ei. Uns 
eon «7 s aa 008 E gap aha 
e 2hp cosp Bi 2hpcosp р? sin? p 191 
cosa = p An (n 十 一 一 一 一 p?-+ 4h?" eee 
_ sin en Ep po Ver Ca e KA o м 
=У +45 cot M, für | | e tang 
Wenn man ferner von der Gleichung are 5084 auf beiden 


Seiten 1 abzieht und а--с--) = q fest, fo ift 
dos cos p — sin e „ 8 
b sin« © 
und wenn diefe Gleichung mit (B) іп 6. 37 multiplicitt wird, 


2cos« 
—— — 0 
cos g -+ sing e» 


Il 


=i 
h 
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2h Е acts) 2 
cos = cosa—sing = sing <= cota—I1} ..., 192. 
so ea 


. Sin(M— с) 

cosM ° 

sin (M-) = cosycosM........ 193. 

Um für <| eine befondere Gleichung zu erhalten, folgere man 


D 


aus (Dy; aê sing = cosa — cos p 
4 


2h : 
wenn er = tang М ift; 


х 2 4 һ 4h q cos y sin? p 
1 4 052 ت‎ x == 
und hieraus cos? е 5 hs cos — 45 ав =0 
с оү q? sin? p 
cosa = +——. + + + + 194. 
77 gef ah? een о Tg? tab? 
— qsing cot 3M (бі tang V [q? 十 COE TEM 
— V Iq* 4h2]? 2h 


$: 40 Aw 

Multiplicirt man die Gleichungen (A) und (В) іп $. 39, fo 

erhält man, weil bh = 2F ift, 
cos p- sine 
2F cos y — sin & 
uH eege 4F 
Multipficiet man ferner bie Gleichungen (B) und (D) іп 6. 39, 
ſo iſt, wenn (a+ e+b)(a + c— b) = (a+ c) - be = Q gefest 

Q 4605204 4005204 


wird, — = T = 80 
/ һ cos? gp — sin? а cos? с — sin? p : (A) 


cos p = sing 195 


sing = сова }/ 1—5 444,44 бое и. 5 196: 


1 
= coscsin M, fit — = cos М 


cosge = eier 
Vue 
sinp 
= sim N° Be үтен 


Multipliciet man endlich die Gleichungen (A) und (C) des vori- 
J сл ксы 
b? sin? a 
und wenn man biefe Gleichung mit der obigen (A) тиінді, 
| (a Ech — b)? a 
(EA E = 4cot? a 
fiche Gleichung (B) in $. 65. 


Gleichung 192—201. $. 40 — 42. 29 


— E Y 


$. 41. 
ae cos р (a+ с)? + b3 соя? sin? a 
Aug b sing @. 27) folgt b? sin? с 
ЖЗ - „% 52 _ in cos c 
Multiplicirt man dieſe Gleichung mit р ая 


($. 37. B), fo erhält man, wenn (a+)? b? = geſetzt wird, 
P cose (cos? gi sin? g) 
h° — (cos?q—sin?a)? — 
__ Acos? « cos? q + Asin? с cos? с 
~ cost у + sin? « — 2 sin? «cos? y 
Hieraus findet men, wenn man 
cos = x, sing = V, cose = W feft, 


x4 265 2-- ar w WE) BE (i ) = == 0... 198. 


Subſtituirt man in. е ge für costa, fo erhält man, 
wenn .. sing = , sing =m, cosy =n geſetzt wird, 


se 4 (АЎ 


9n2 P+ 4h? m? n2P—4h? „ 
yc erg y "Pian 0 . 199. 
$. 42. 
5 a+c __cosp__ 2eosecosp Re 
Es iſt ce LEE (S, ee a (AS 
h cos? q —sin? « “ 
9 kinga G. 37. В).......(В) 


folglich, wenn man addirt, 
ае бс, 2105 e EDS p cos" p sin? < 
EH sin2« 


Seet 


cos? p-+2cosd.cosy = sin 20 ＋ sin? < 


cosp == eos 55 200 
Durch Subtraction folgt aus (A) und (B) 


ae dee .9 cos reos — cos? y + sin? ee 
b Sin 2% 


a-c—h 
b 


sin2« 


cos? y — 2 cose. cos qp = sin? « 一 


a+ — 
b 


/ h 
cosp = cose + И 1— SIND el. 


Setzt man yoo: sin2« = sinM, fo findet man 
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M--« 


cos р = 2 cos 2 cos" * durch die + Wurzel 
eos ф == 2sin in = “durch bie 一 Wurzel. 
$. 43. 
Es ip rt. 
und Ka cos ue f „33 ve (B) 


folglich, wenn man addirt, 
Һ--(а--с) | cos? «— sin? g + 2sin «sinp 
ge sin 2¢ 


h (а=), 
A ENN 


— sin 20 


/ ! { 
. sing = sine + ¡EE ng Dina 20 


Setzt man L SE Sou cos М, fo findet man 
et М. ; 


sin? q —2sin q. sin = cos? «— 


sing = 2sin* 


2 
Zieht man ferner (A) von (B) ab, fo ift 
һ--(а--с), cos? «— sin? у H sin sin p 
ЛЕ фт А 


ты ож 


sing = 2cos BM. > durch dic — Wurzel. 


sin? p + 2sin с. sin g = cos? a — ЭЯ “ 


sin p = sin & Иа. am 203 
MEGA, M—e« 


dees De 
= 2cos 2 sin 一 5 


wenn cos M = pc 2 iſt. 


$. 44. 
Multiplieirt man (A) in $. 27 mit (C) in $. 38, nämlich 
abe — Sos p b. Sin 20 
b sine i m—n  sin2g ° pue 


S а--с cose 
UNES ss 22 „(B 
Bit m—n sinp- (B) 


Gleichung 209 — 213. $. 43 und 44, 31 


n 
%. 
с Е 


(AR 5 
== %%% о 200: 
m—n 


а--с sing 


„ 27 ige 
b 89851 (B in $ 27) mit der obigen 


Gleichung (A), fo iſt 


Multiplieirt man 


eos 一 sing .. REEL SOUS 
1 — 
ee 
sina = mW СЛ 75122142200; 
Aus (205) und (207) folgt durch e en 
name 
Ge 9 
sin 2 =y os SIDI ТЕБЕ eee 


snap c nca da V 


Aus (В) folgt с)? SE cos? c — sin? p 


61 n)? sin? р 
alfo multipflieirt mit T= ВИ 38)... (b) 
СОА a atrae aa LORO; 
Aus (C) folgt... EE 


und wenn diefe Gleichung mit (D) multiplieirt wird, weil 
cos? с — sin? y = cos? ф — sin? c, 
(m —n)? — (a— c)2 
h(m—n) 
Aus (210) und (211) folgt 
(age): — (m—n)? (m— n)? — (a— c)? 
pns о 


4h? 
а--с-- (шп). [Ac „ lale. се € 1 


4h? 
(a+ €)? — (m —n)? 
Y Ah? 
a ES (mn). V ps (m— n)? (a c)? „ 
men für Ah? 
Sin N (m - n)? — (a — c)? 


, ШІ 


— 4 


9 
* 


(m- n) sin M, für = cos? M; 


= tang? M. 
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m" F. 45. | 
Aus (136) und (140) folgt durch Addition 
1 sin (a+ g) + cos (a) OD 
= cos («+ p— 45). V2 
А я h+m 
cos («+ qp — 45) = SE . 
Eben fo findet man aus (137) und (141) 
cos (45 —a-1- = ar 
Aus (А) folgere man 
= 


-+ sin q (sine — cos«) = cos ꝙ (sine + cosa) 


E Em D + sinc (sin ф — cos р) = cos ¢ (sin р + cos у) 
a 


Erhebt man diefe Gleichungen aufs Quadrat und ſubſtituirt in 
der erſten 1— sin? % für cose p, und in der zweiten 5 
für cose c, fo findet man, wenn 
h Em == d, sing = x, sine Sy geſetzt wird, 
q Y T in9 4 
d (sin «— cose) UE d? — а? (14- sin2«) 2 


. a 2a? 
TTT. RER 
a a 


Eben fo wird durch Subtraction aus den Gleichungen (136) und 
140) folgen 16306 
ER ne hm , 917 
— sin («+ o 45) ay2 эхо „ „4 „46 H 
unb wenn man 

Вт = 0, sinp=x, Sin fest, 


ke LO ху E e side). 18 


а Za? 
д (sin p + cos) d? — a? (1 — sin 2%) 
yt E . J rn ORS X. 919; 


8. 46. 
Die Multiplication der Gleichungen (136) und (140) giebt 
az sin («+ p). cos («+ p) 
ohm 20. 


Eben ſo folgt aus (137) und (141) 
2hn 


Gleichung 214 — 233. $. 45 — 47. 33 


Die Gleichungen (137) und (140) multiplicirt geben 


u == sin («+ ф) cos ( 
2h — singat sin 2p a A) 
AM ugs о 200 2021; 


ас 
E 2hm 5 
sin2e— -p — sin 12 eee, 


Eben ſo folgt aus (136) und (141) 


2hn 
-sin2a—-sin2q iere e»... (B) 
Tac 
2 hn 
sin 2% = sin2a——— o... 223, 
ac 


sin2 2a= sindp-+ =" sce sre € + 224. 


Mus (A) und (В) endlich folgt 
um hn bh 


sin 2% c ae (vergl. A in 8. 3 29055 
quas Ми @ O ОЕА 


ac ac 
ac 
bh nA % оноо „ „„ „ „ ooo 227. 


n 
§. 47. 
Durch Addition erhält man aus den Gleichungen (140) 


und (141) 
cm 十 an 


= 2sin & cos 
ас | ? 
cm Lan 
ENEE Ee HOHER ola 
shire SS Sas am, 229. 
2ac. cos p 
Eben fo durch Gubtraction 
cos asin 
ac 1 
em — an 
inn 230. 
MP = Fac. сози 
соз сс еле; C 
2 ac. sin p 
Сон) gi БЕ MET афа апе. 982. 


n а 
in = 


an 
ange 一 = tang %%% ЕТА BEB 
tanga = ed nase 
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$. 48. 
Die Multiplication der Gleichungen (140) und (141) giebt 
mn = cos? q — cos? e = sin? c — sin? p 
ac 
cosa = cos? — =, Ge a E EH 234 
ac 
sing = |/ sin? JT 235. 
ac 


ЗЕ in dieſen Gleichungen 1) mn pofitiv, fo erhält man 
cosa = cos sin M, sing sinesinN 


5 Иша ; mn 
ES “cosy y ac> Sin c Lad 
Sft in den Gleichungen 2) mm negativ, fo findet man 
сов сё sin p = Sr 
cos МЇ? P= Sin Ñ 
5 CCC 
fuͤr tang M= cosy У ас? cot N EE Vac 
| $. 49. 


Mad) $. 27 (A) unb §. 30 (A) ift 
(a с)? 082 0% ас сов2с--сов2ф 
b? sin ER Kä simile 4 fo 80% 
: 一 一 GER Є: 
“ac соѕ20--соѕ5 2р cos? р — sin? а (a) 
mn 


Ferner iff nach $. 48. e А аре Жен AB 


(a+c)?  Scos?«cos?q 4 cos? «cos? o 
— = — — m — .Y4-⁄— -—— l 


(A) giebt HD? CARO U^ 460524608? p 
(B) mn T (cos? g sin? e) (cos? д — cos? e) 


HD 405? «cos? р (€) 
T cost cos sin*ucos?e 77 77 
4 cos? «cos? р 
= —_ e (D) 
— sin? p cos? р costa — costa 
Setzt man а--с-- 4, cosp=x, сова == y, fo folgt 


aus (©... pue ip 230 


Amn m 2 2% А 
aus (D)... CES ya | SAP . 237. 
Setzt man sin M — inde (in 286) E (in 237) 
mn Amn 

I+ 1i cos?« ) 1— ds cos? çp 
fo findet man, für Isin2«=y, keine — d 

У —— —‏ سر 

1) x= Vy.cot¿M 2) x = Vy.tang3M 


Шуу Үү д. cot iM 2)y- Vout tang 3 ang 4M 


e 


Gleichung 234 — 244. 6 48 — 51. 3 


$. 50. 
Mach $. 27 (B) unb $. 30 (A) if 
(a—c)? _ віп? р : ; ас. cos 2 + cos20 ， ; folglich 


b? cos? æ b? 2sin22« 
Be Ssin?esin?q  .4sin?csin?p 2 0- (A) 
ac cos2a+cos2y .. cos? p— sin? ¢ jy 
Ferner nach $. 48 es ae ine sine р „ 
(A) giebt (acc) - A sin? sin? p 
` (B) ~~ (cos? p — sin? с) (sin? «— sin? y) 
— 4 вто құж =й) 


T sin? с sind d= sin? p cos? gp | 

ER Asin? c sin? p е (D) 

— sin?ccos?c— sin? pF sinto 70777 
Setzt man а--с-- 4, sing = x, sina= y, fo fofat 


виз (0)... o? En x2 sin? 2e =0. . 938. 


aus (0 ya ae EE . 239. 


Setzt шап a sin М = 
sin 22 a (in 238) = sin? ké i (in 239) 
je smash Amn sin? с; 1 Атап sin? p 
ПЕТА Уе ER as 
fo findet man, für 1sin2« = 75 sin 2% = J 
1) х УЕ т. 2) x—Vy.tang;M 
1) у= V. cot 4M 9) y = Vo. tang 1M 
i. 51. 
Aus Gleichung (142) folgt 


8 COS (с q . 
CA Cal JAH cos « — sin « tang p 


a cos p 
ze: Tuv 940% 
tang = "gina d 
— c. cos 
Eben fo aus (143) . tangp сс с»... 24. 
c.sinc { 
a cos c s 5— C. cosa 
asine, c.sina 
86 «C08 c — os — 88 — RC. cos 
cos c an 
2 ac 
= = „ 
2a cos — 5 
S . 


& Z= gett, 
2c.cosa—s 
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$. 52. 
Addirt man (142) und (143), fo findet man 
BC A cos fe — q) + cos («+ p) 
gu Ls cos («+ ф) cos(a — y) 
__ cos co __ 2cos«cos? р (A) 
^ cos — sin h  cos?g — smn ° ° ° ° * ° ° 
2s.cos2 p A 
3 一 一 一 一 一 一 — sin? р 一 
cos? q Se cos t — sin? qp = 0 
8. cos? y S. cos? py2 d E 
cosa = арс. EFD -F sin eee. 245. 
= sing cot M, für CE ы. tang M 
8. COS (p 


Ferner folgt aus (A) 
: 95. cos c 
e 0 Sin ner 2 0 
cos q — sin? а SER e COS” p 0 


sin? e 
. 2s. cosa 
a+c c 
cos = Sng „für cos M We E 
Zieht man (143) von (142) ab, fo erhält man 
a—c 2 in «sin y cos р 


cos? ꝙ = .4........... 240. 


5 cos? q —sin2a ` 
sin? g- E + sina cos? ф = 0 
а--с 
ы 28.8127 va) is. TA 1 
sing = ET ue ( SEET cos . 947. 
= cos gi tang 1M, für tangM = 2E 
8. sin p 


Weil cos? y — sin? a = cos? p—sin? < (sin? g -+ cos? ) 
== cos? cos? sin? & sin? e e e é e (C) 
fo folgt aus (B), wenn man durch cos? hebt, 
a— 0 2 sin etang p 


8 cos? а — sin? «tang? p 


tang? p 十 . tang p — cot? а = 0 


(a — c) sin 


11 8 oM 8 „ 2 
tang / = E +V G=5 =) 十 cot . 248. 


T a с) cos & 
cot c tang AM, für geo ete tang M 


Gleichung 245 — 256. & 52 — 54. 37 


Endlich iff, wenn (149) mit (143) multiplicitt wird, 


‚ach cos? p 
52 cos? р — sin? g 
AIR ac 
COS (p = sing ac 249. 


А ac— s? 
пе coõ / „„ „%% „ o „250, 
ac 


$. 53. 


Aus (144) und (145) folgt * => alfo 


% RESET, 
и v 
yes 20, uos tt % etu! DOD 
Multiplicirt man (144) mit (145), fo ift 
uv sin? e 
ac cos?p 


ac 
cosp = sine H" Maa 2592 


sin «= oyy A EC 


$. 54. 
Dividirt man (B) in 6. 52 durch (146), fo erhält man 
a—c _ 2sin ір соѕ р еоѕ («1 qp) _ sin 2% 
D S cos? p — sin? а Cos ( p) 


u . м 
cos (а — y) = ——sin2 g. %% 
a 


t 1 . P 
Ё sin 2% — sin сіп p 
E 


cosccosy = = 


Erhebt man diefe Gleichung aufs Quadrat und fekt costa = 
1 sin? &, fo findet man 


A 2% sin sin 2% , asin 2% 
stn? ДЕЕ р E E 
а-с а-с 
" sin ꝙ sin 2% EY) U^ 
sip c эшш 9 "meng үт (каг (== Ee e 
а--с a—c 


sin (J E NM), "üt = Aae азар 
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$ 55s. 
Aus (146) folgt = = ern = cot a cos p — sin p 


tanga = LD o. 957, 


5 u sin ep 
Jed Baur 
Eben fo aus (147) ge у ОЧЫ ОБОК 258. 
сов Ф $e g 


s-Fusing _ s—y sind 
s — uy sing = sw иу sin ꝙ 


F 0 
2 2 4 
яу 
VVV 
Su 
Y 一 一 一 一 一 一 ......... 261. 
sr 2 fein n 
8. 56, 
Durch Addition folgt aus (146) und (147) 
иі» 2m sinc sinc 
8 сов («+ у) ` cos(a—q) 
DP _ 25006084605 y (А) 
4 e cae ее 
cos? p 2e cos —sin? « = 0 


іп 2 
cos p = "5р e de V = 5) . sina d e ip 


== adu fir SC d 


S. Cos & 
Weil cos? p — sin? a = cos? «cos? p— sin? a sin? ($. 52. C), (б 


2eotacos y 
о — 
folgt aus (A) 8 = cot? «cos? р — Sin? p 


i 


cot? р cot - tang? p = 0 


== g2 
sata TN y (етіл an + tang Фф»... . 203. 


= tang emt M, für (ап М = P sin 2 
Durch Subtraction folgt aus C146) und (147) 


Шан A luz. (B) 
8 cos? y — sin? « 
9 sin? asin yp 0 


Т є082 с sin 


alfo aus (В)... TS sin? e—eos* م‎ = 0 
saec A E 986 
1 25:08 
I 


sine = cospeosM, für 1 " — КТ? = M 


aus Gy a EE c с 


z 5. Sin? w ae (8 sin? a ( 
sin фр = — — 一 -一 一 一 e 88, 


fo 


= 1 = (ae sii oa E еме 


. in 
15 giebt ——— = eotecotq (iche Gleichung 126)..... (В) 


und mit ае cone E 27. A) multiplicirt 


b sine 
ate сш €99eeo5? qv 
ш-» ge осие) 
Man fee а--с--4 and e = 4, foi 
deine 
cot a 


5 f in ] /( (d sime 
= — Я desee 08. 
ж? Zerbe Gu E 


24d«ote 
= fang M, fit tang M= —— dane 


Aus (E) folgt ferner, wenn are = d und p—r = d if, 
EDER == Sin? х= Í — e 
D, 


Феөвф y 2 1 
сое — prr G) ek ze + 6 17 А 


24 tang 
= tang 2M, für tang = "er 


a—e sing 


et. В), fo if 


ae wens 


- Sin ет = = Ë — sin? фр 


Multiplicirt man > mit 
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b sin? a 

= 8 

m—n  sin2g zg G. 38. С) durch die obige 
Hunc чаш 


m—n cos? p 
2 
` m—n — 
cos ꝙ = sina j — MN STO) 


Dividirt man endlich 


(D) NDT A O 


| 


MP 
en E A 5 
sine=cosp ]/ =” ОЕ 
$. 57. 
Die Multiplication der Gleichungen (146) und (147) giebt 
pe sin? с et sin? (A) 


s? cos (a F) cos (= —cos?q-— singa” ° ° 
gw соз? p = (82 + uv) sin? c 


sine 一 о E . 


| ur 
EN 2 
Aus (273) und (270) folgt TIN — Stw 
(C uv 
m- n = (u—y»). = Neu. ОТЕ 
„ mn) (m—n) . 5 
Kr et 227 
„„ г 
£” mn (иә) 21926116 RE Y 276. 
| Es а. 
Р 以 一 2 
8. 58. 
Weil cos? p— sin? ¢ = cos? «— sin? у, fo folgt aus (A) ing. 5 
ma toor ыла 
san (cos? ф— sin? с)а 


und wenn durch (A) in S. 57 dividirt wird 
(ac)? __ 4 соз? «cost (р 
uv sina (co h inc ) (А) 
2. 46034 р — Acos? y sin? < 
sin? g cos? q — sinta 
а wenn Pr = d, sing = x, cosq = geſetzt wird, 


AUS 2 т). xz 十 < = 228. 


Gleichung 270 — 981. `$ 57 und 58. al 


Setzt man o Mn m sin M, fo erhalt man 
e 


ele и . cot zn 2) x JJ angan 


Aus (A) folgt, wenn durch cos? e gehoben, a + e = d und 
cos q = y geſetzt wird, 

dare 4y* 

uv — у? (апа? d sin? «tang? ¢ 


d? tane? a d? sin? «tang? a " 
RER. у 十 一 一 一 一 一 0 279. 
4 4 ur 


alfo, wenn A = sin M gefest wird, 


sina — sina 
Dy үш iM Sy es уш iM 


; (a—c)? __ Asin? «sin? ꝙ cos? p 
9 H 52 E oc a 
Aus (В) in $. 52 folgt 52 (cos? p — sin? a)? ” 9 
wenn man diefe Gleichung durch (A) in $. 57 dividirt, 
e= c)? Asin? q cos? p 
FE (8) 


ас 
sinc = cos p y tas 4 uy sin? Bee ar. dg. 


CEDH 


2sin /, 
= соз ꝙ sin M, wenn cos M AS 
一 5 


(a 一 c)2 _ 4cos®p— 46054 р 


Aus (B) folgt.. Era SEN 
cost ( EA . cos? ф— са DS 
cos p = Wan E. cot 21 burch die + Wurzel 
wenn tango = GD make 
HA O A 
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Dritte Abtheilung. 
Gleichungen, welche nur einen Winkel des Dreiecks enthalten. 


5. 59. 


Mit Beibehaltung der frühern Bezeichnungen werde (Fig. 3. 4) 
AD ſenkrecht auf BC gefällt, fo iff, wenn der Inhalt des Dreiecks 


Я ВС. 
== Е gefegt wird, Е = —.— = іа. AD 
Es iff aber AD = AB. sin B = c.sin2o; DS 
Les" e, Cer 212% 282. 
k,!!! 283. 
ac 
= E ОА S Жо 224241984; 
3 asin2a 
Da nun auch Е = 3bh, fo folgt aus (282 
bh = ac.sin2« 
ЕО ECKER 285. 
b 
A . 286. 
h 
bh 


sin 2c = (Gleichung 225) ...... (A) 
` ac 


Aus (285) folgt.. bh = b sin 2a 
(b-+-h)b = b? + ac. sin2« 


„ren Sek EE O 987. 
3 9 
Setzt man sin2« = В und LH sinM, fo ift 


Db=cotiMVac.g 2) b= tang 2M Vac 
Aus (285) folgt. bh = b 7 sin 2¢ 
(b—h)b = b?— ac. sin2« 
Ke + VES) азза. Ne vane 


9]1/[ac. sin 2«] 


cot AN Vac. sin da, für ETUR 


— tangM 


*) ac: F = 1: 5512 (Eucl. Dat. 62. Zuf.), vergl. Anm. zu 6. 64. 


Gleichung 282 — 201. 6. 59 — ei. o 


Für h--b verwandelt ſich die Gleichung in hung in folgende 


b=— b үшу чт AG Sin 2x 289. 


— — og / [ac. : 
= tang 1M Vac.sin2«, für EE 


$. 60. 


Aus (285) folgt . . . pe 2 HIER (A) 


š 24)2 
= E 3] 


(b? + h?) be = b^ S (ac.sin2 с)? 
pa = VS EE mn 26 ves a ШЕ) — (ac. sin 2) 290. 


Е 2 a9 б ; 
Setzt man singa = 8 und EM =sinM, fo iff 


1) b = Vac.8.cot1M 2) b = Vae.p.tan 
Aus (A) folgt.... DIZh2= p би 


(b? —h?) b? = b^— (ac. sin о)? 
a hs A, 
ے دم‎ YE SE O 2... 291. 


gs 

w= 
Les 
= 


SE T 2 2 
b = Vac.sin2«.cot 3M, für е. Se — = = tang M 


$. 61. 
Fällt man (Fig. 3) AD ſenkrecht auf BC, fo ift bekanntlich 
AC? = BC2+ ABD? —2BC.BD 
das iff, weil BD = AB. cos В = c.cos2« ift, 
b? = а? + 62 —2ac.cos2 «. 
Sf Z Z ABC ein ftumpfer (Sig. 4D, fo ift 
AC? = BC? + AB? + 2 BC. BD 
In bicfem Falle iff BD = AB. cos ABD = — AB. cos АВС; folgs 
lich gilt die obige Gleichung auch für dieſen Fall. Es ijt alfo 
b = Иа? Zac. cos 26 292. 
2a cos 26. C (a? b?) = 0 


с = a cos 2E УЪ? — а? sin: 2½ . 293. 
2 e * 
cos2« = ос 7 ses а) 994. 
2ac 


*) a?--c? —b?:ac = 2cos2«:1, vergl. Anm. zu $. 64. 
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Ela 2 2. h2 
П ыы 


‚2 ас 
2sin? a _b-@—0?*) 
2ac 
— (b-+a—c)(b—a+e) 
2ac 
не сү e 205. 
AS 


= 世人 = 


Aus (294) folgt 1 + созда = 1+ "CAN 
ac 


(a+ e)? — 
2ac 
0 AC b) (a+ c— b) 


Дас 


Sy ee) Gp—b) 


8 >. =] / &p—2) (фрс) 
296) giebt `... tanga = ap B). «Же 271252975 
Multiplicirt man 2. mit (296) und verdoppelt die Gleichung, 


fo ift ein 2e =>. Vip.Gp—2a).(p—b).(Ep— c) . 298. 
Drultiplieirt man endlich diefe Gleichung mit Lac, fo iff wegen (282) 


2cos?« 一 


. . 296. 


AA DD ers а. 299. 
$. 62. 
Dividirt man (299) durch 3p.(3p—), fo ift 
F ($p—2)-($p— с) 
ӛр ара. ipP.Gp—b) _ 


= tange (Gleichung 297) .... 300. 
F=3p.@p—b).tange e. 301. 


F 
AA ae % ө e ...... 302. 


T wa SEH nn Staging SH 


ac. cos? с 
303 
: ip 
*) b?—(a— c)? : ас = 4sin?e:l. Hieraus ergiebt fid) cine 
aͤhnliche Bemerkung wie $. 64 


-ір- 


Gleichung 295 — 309. 6. 62 — 64. 45 


. 63. 
Setzt man in (300) Е = bh, fo erhält man 
nsu bh 2bh 304 
eege le Su se V 
RE. 
~ p?—2bp 
р? —2bp = 2bhcot« 
EE e 
^ 9(p4-h cota) d 
p(p—2b) 2 | 
h= Kg ОО 222.02 9009 


b+h=b+ (P2) tanga 


(b -- hb) b = b? -+ 2p? tang «— bp. tange 
b? — [p tange + (b + h)]. b + 3 p? tanga = 0 
Hieraus folgt für b-F h = f 2 


EE CTT — jp? tanga. . 307. 


Setzt man hier pV'Dtange] _ — sinM, fo findet man 
ptange-+-f 


I) b=ipcottMV2tange ) b = Yptang MV tanga 
А — 91 
Aus (806) folgt.. pap PA 
(b—h)b = b2— 3 p? tange -+ p tanga. b 
b? + [p tanga (b —h)] . b — } p? tang « = 0 
alfo für b—h = g 


pisc pongo d 5+ (pz muero)” + Enz tanga. . 308. 


pV Btange] _ Lem 


.tang« 


= i ptang 3M V2 tange, für 


ptang«— 5 
6. 64. 
AF 
Aus (300) folgt essen) (vergl. $. 40) .. (A) 
b S Aor a Me . 309. 
91/[F cota] __ 


= (a gg e) sin M, für TET 


Weil nun Е = зас. sine = ac. sin g co, alfo 
4F cot = 4ас.соө26.......... (B) 
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fo iff... ъ= (ac) ac, co ......... 310. 


= (a c) sin M, für дене іе. os M 


Aus (310) folgt.. b? = (a--c)?— 4ac.cos?« ...... (0) 
Setzt man arc—b=k, fo iff a--c— k--b, alſo 
b? = (K ＋ b)? —4ac.cos?«a 
k? + 2b К = 4ac.cos? c 


bae неее. Bil 
F cote я 
= yk (wegen B) ..... 31. 


=" + cota — K 


bk = bh cot c- 4k? 


mu: | 
соро m ...... 313. 
h = EEE tanga F (D) 


x 1 k2 
b+h= b+ күз. tang с 
&b+h)b=b?-+bktange-+ 3 k? tange 
alfo für b-- h — f 
b = Es kenge + ene ans SE — ik?tang«. . 314. 


Ky Btange] _ _ | 
бері man (E = sinM, fo findet man 
1) b = ikcot М V tanga 2) b = }ktang}M Y 2tang« 
bk4- 3k? 
b 


tanga 


Aus (D) folgt ... b—h —b— 
(b —h)b = b? — bk tang « — } k? tanga 
alfo far b—h = g of 
ang о ang ax 2 
10 
kV [2 tang с] 
g-+ktange 
Anmerkung. Aus (A) folgt (a bee —b* :F = 4:tang« 
(Eucl. Dat. 76). Von den Datis 2%, Е, (a+ c) be beſtim⸗ 
men alfo je 2 das dritte und die Gleichung (A) dient daher un: 
ter andern zur Aufloͤſung folgender Aufgaben 


= tang M 


= ¿ikcotiMV2tange, für 


Gleichung 310 — 318. 6. 65. AT 
Gegeben | Geſucht 


B, F, a+c+b | a+c—b 

В, Е, a+c—b | a+c+b 
B, r (a- [on (a+ c)? -- b» 
А, F, (a+ c)? — В 
4-26; e (ae 22. di B 
Eine ahnliche Bemerkung gilt für die Proportion 

(a Ec) —b?:ac = 4cos? &: 1 
welche aus (С) folgt. 


$. 65. 


Er tanga =p 6.64.4) = 


SE (a-b c)? —b2 4 


2bh 
(a+ с) — b3 


ange (4) 


25 
2— Shs 
ped. äre 


Qbheote == late)? ba AN , (B) 
b = —heote + Vh? cot? «+ (aF c)? V 


(ago) tang 2M, für ate tange = tangM 


Aus (A) folgt. tiap4 re 


2(b-+h)b = 2b? + (a+ c)? tange — b? tang ¢ 
b? (2— tang g) —2(b-+ h) b (a+ c)? tanga = 0 *) 
5 n xy G- b--h y __ OTO tanga . 318, 
2— tanga oe 2 — tang 
Iſt tange>2, fo fete GET YT doi e=tangM, fo ift 
(a gc) tang 2M : 
= УП durch die + Wurzel. 


Sft tange<2, fo fege Ха 0) tange ya = sin M, fo iff 


< tang e 


b--h 
(ac) cot 2M (ac) tang 2M 
nu A re EE Y [2 cot c 1] 
Aus (A) folgt.. —h НО beu. | tang ¢ 


2b 
2(b—h)b = 2b? — (a -+ c)? tange + b? tange 


39 111% сс n Л ke? 
ж) Wenn 2«— 126° 597117 62 (o ift tang « = 2, alfo p BEC 
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b—h b—h eF c)? tang @ 
p ЖИШШ +y Gi) Pons Team . 


_ (a+ 9 cot M fü (a с) tange 
eee ch 
8. 66. 
Es if ($. 61. А)... Дас. sin? = Һ%--(а--с)%, . (A) 
b=YVla—c)?-+4ac.sin?e. ace eee 
а-с e. Эша] ас 
шігіл erg 
Run it... E = Fac. sin 2 = ac.sindcose, n 
4 F tanga = Aa. sin ......... (B) 


folglichch⸗e aa e a e b=Vla—c)2+4Ftange ...... 321. 


V2cote+1 = tang М 


= tang М 


a—c pp 2)/[F tanga] 
= 
cos М? ES а--с кі 
گے‎ — 2 
roe 3 9 Ci +1929; 
9 LENG 2 * 
tanga - хы о modicae OLD 


Setzt man b+ (а— с) = d, fo iff a—c- d—b, mithin aus (A) 
4ac.sin? ¢ = b? —(d— b)? = 2bd—d? ... . (C) 


ac 


E Woe bas FFC 
= ji Enge (CAE) . 
= ya Mamer 

bd = 3d?--bh.tange 
* id? id 
ducum 1 bíange Ob ER 
d 
— ЕМ 
b= ie ше. Gor aora A CD) 
1 
bh b s 5 — cot c 


1 
-alfo für bh = f 
b? — (f- dcot g). b — 3d? cota = 0 


) b?—(a—c)?:F = 4tange:1 (Eucl Dat. 76. Zuf.), vergl. 
Anm. zu $. 64. 


Gleichung 319 — 333. $. 66 und 67, 49 


b RE G- Acolch⸗ I eee ,, . 
= 1dcot 3M Y соге, für Eee tang M 


Aus (D) folgt ... bh — b— PM, cota 


(b —h) b = b? —bd cota + 3d? cote 
alfo fir b—h = g 
b? - (g + d cot c). b + 1d? cota = 0 


Бе „„ (g ＋ d cot g)? -d cotes ,, 328 


Setzt man dy Ве — sinM, fo erhält man 
g d cot a 


DI 1d cot4M Vicote 2) b = 3dtang JM V2 cota 
Für das Datum h—b= g geht die Gleichung über in 


dcote—g 


b= aan —Vi (d cot -g)? - d? cota ..... 399, 
ST д, AVI cota! , 
= рар МУ сога, für 1 — sin M. 
$. 67. 


Setzt man b—(a—c)=e, fo ІҢ a—c=b—e, mithin 
folgt aus der Gleichung (A) in $. 66 
Дас. sin? g = b?—(b—e)? = 9be— e? 
Vergleicht man dieſes Reſultat mit (€) in F. 66, fo erhellet, 
daß man in den Gleichungen 324 bis 329 überall е fatt d {ереп 
kann. Man findet alſo 


ERSTER 
Ma o a O O aa 4980, 


F чава 


b= 1 — 3 

se ہے کک‎ Ве Kr У 
e—htange pcs y htangc ` 
e 


und für b+ = f, b—h-g 
pice ee ieu. e Cen 1333, 


2 
—— п. e cot a] 
= 17 tag 

e cot AM 2 cot a, fit Жа СОН tang M 
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b= BECO | VEGF ecole? — fer cote . 


= jecotiMV2cote, für EV cota) . sinM 


ge cot o 
endlich für h—b =g 
b= t ҮЗ (ecota— g)? — 1 e? cote mash eee 585 
eV cot a! 
Setzt man hier N sin M, fo erhält man 


1) b = ze cot Му сога 2) b = JetangiMV 2 cote 


8. 68. 
Weil 4F = 2bh, fo folgt aus (323) 
2. № (a- c) 
tanga St AS 336 
__ 2 — (а— с)? > 
= 2h GOEL PI 26.887, 
o» 
2b 


2bh tanga = 62 — (a- 0 (A) 
b = htange-+ Vh? ee at У 


== (a - c) cot ZM, für Š 


© cote = = tang М 


Aus (338) folgt . . . "usce 
2 (b +b = 2b? -- b? cot - (a - с)? cote 


DO NEN. VG E e E EE 
VE (37 сог) Tg 40. 


(a—c) cot 2M ( c) cote = Ner 
enge für PER V2tange-- 1 = tang M 
Aus (338) folgt... b—h = о 
2(b—h)b= 2b2—b2cote-+ (a— c)? cota 

b? (2 — cote)—2(b—h)b-+(a— c)? cote = 0 *) 


b—h xy b—h Y (а — с)? cota 
==... 341. 
014 cota (ау 2— cota 


cot c 


¿Cota 


) Wenn 262532748", 36 fo ift cote=2, alfo b = (a— с)? 


Gleichung 334 — 349. $. 68 und 69. 5 
...... 86 
Für cota>2 {ебе CTO cote yrange = tang M, fo iff 


b PEO durch die + Wurzel 


Für cote <2 {еве eote TE fo ift 


b—h 
_ (a—c)cot 2M. (a—c) tang 3M 
up ^ y tanga —1] D V [2tang« —1] 
8. 69. 


Dividirt man die Gleichung (2949 durch sin Ze, fo ift 
站 


cot 20 = Jag. Sin Tc AF 
Ap ) 
angle A EEC TO 


下 一天 (az 十 cz 一 b2)tang2c .... 943. 
b = Ис с2) —4Е сое .... 344. 


Aus (342) folgt tang 2¢ = so n 7 


a2 ＋ c2—h2 


= SIR .tang2a .. . . . 346. 
2 2__h2 
nz to b пре ...... 347. 


2 bh cot2 = а? - с? —b? 
b = —hcot2a-+ Vi? cot? 2a + (a c). y 348 


E ^ а? ＋ c2 
= tang 1M Va? ce, für E EA He] = tang M 


Aus (347) folgt b-h = b- ete .tang2« 


2(b-- h) b = 20? ＋ (a? + c?) tang 2 c= b? tang 2 ¢ 
be(2 — tang 200 — 2 (b +h):b+ (a? - c2)tang2 а = 0 **) 


ard ШЫ? "e REI 2 (az 十 c2)tang2w 
b хакашон UICE e Ue ; 
"2 —tang2a zy (рй © 2 — tang2« 940 


Für 262-639 26/ 54, 81 (ере А 
tang2«]/[(a? + с?) (1—2 cot2.«)] ае 
— h tangM, fo ift 
b = tang3M ТЕ cad AHA durch die + Wurzel 


cota 


*) Eucl. Dat, 75. 74, vergl. Anm. zu $. 64. i 
) Für 2«— 63° 26! 5", 81 if tang2a — 2, alfo p? Sch 
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Für 24 63° 26! 5%, 81 fege 


tng? [at с?) 2c0t2« = _ sinM, fo findet man 


bth 
busen, ЕЕ ent, 
Aus (347) folgt b —h = b— el tang 2a 


2b 
2(b—h)b = 2b? — (a? + c?) tang 2 -+ b? tang 2 + 
b? (2 + tang 2c) — 2 (b —h).b — (a? + c?)tang2e = 0 *) 


bh 7 b—h «X2; (аз сз) тарда „ 
* 2 tang ie “Танау +‘ Sue E pes 
6, 70. 
Aus (342) folgt... AF cot2« = a? + c? — b? 
2b? ＋ AF cot2« = a? + c? +? 
Man іе ar P --b? = P, fo ift 
E D ео FP ,........ (А) 
JJ aa Ae IS S51. 
b = ViP—ac.cos2a (vergl. 282.) . . 352. 
Aus (A) folgt .. b? + bhcot24—1P —0 ......... (B) 
b = —ihcot2u--Vih?cot?2&-FjP ...... 353. 
tang2c]/9P 


= tangiMY FP, für h — tang M 
Aus (B) folgt ... h= АРСЫ tang Qe. o (О) 
р 
b+h=b-+ iP v . tang2« 


(bh) b = b? + vo TU PE tang2« 
b? (1 — tang2 с) — (b + b) .b 4- 3P {ang 2¢ = 0. * 


PR PUN >К EE h 2 Ptang2a 4. 
b 33534. 
2— Nang ie (ran) lang 2« 
Für 26 45 ſetze man tangM — 


tang Ze И [2P( — cot2«)] 2 P sin 2 «sin (2e —45) .1/2] 
b+h ҮЧЕ. (b= h)eos2« 
fo finder man durch d om Wurzel 


5 
A с Von 
tang M |, ar = tangiM Jen (T A2 
— — —— UL Lr T VT TT T. EEE NGA LA BER A 


) Fur 24110233 64^, 19 ift tang2« = —2, alfo b= KI 
iP 
(GER? 


*) Für 2e — 45 ift tang 24 = 1, alfo b = 


Gleichung 350 — 357. $ 70 — 72. 53 


Sir 24 45 fege man sin = 
tang2«]/[2P (cot2« —1)] - - _VI2Psin2esin (45--2а).1/21 


b+h | (b h) cos 2 
ſo erhaͤlt man 
一 1 DU. DUE = tang 1M OL d 
RB с Vai D ban tapaq cot2 = 
р —b2 


Aus (C) folgt b—h—=b— b 


(b — h)b = b? — P tang 2 be tang2« 
b? (I + tang 2c —(b — h). b — 2P tang2 с = 0 >) 


.tang2« 


—h b—h Ptang2« ы, 
Den b da 8 5 
T3ungde (эти) ng 26 e 
8. 71. 
а 2. h2 
Es it.. . . h= EP tung 2% (Gleichung 347) 


das iff, wenn a?-- c? — b? = Q geſetzt wird, 
us ee 
or s pep mr CA) 


b+h=b + = tang 2¢ 
(bh) babe - 4Q tang 20 
b= "Аз VIE (b h)? — 20 tang 2 201356; 
Setzt man Yo was = sinM, fo findet man 


1) b—cotiMViQiang2e 2) b= tangi МУ 0000524 
Aus (A) folgt bh =0 45 fang 20 


(b—h)b = b? — 4Qtang 2¢ 
кей ИУ — F itang UO EI. TA 357. 
[APA eege 


== cot3MV LO rang Ze, für UE 


= tang M 
$,.72. 
Es if.. 1 Oh cota = (a+ c)? —b? ($. 65. B) 
2b2 caida fie +b? 


15 


) Für 2w 135 iff (ong 2 = 1, alfo b= wens P 
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Man fege (a+ c)? -- b? = II, fo if 
Bə beste AM „(0 


b= —¿hicote VTI соға III. 358. 
= jtang 1M J/2H, für un! 
Weil bh = 9F, fo folgt aus (A) 

b?--2Fcotc = 1H 
b—YVil—2Fcote ....... ERU 272450) 

= зїї M 110, für 27 go cos M 
Ferner if F = ас. sing cos, alfo 2F cote = 2ac. cose с; folglich 
b=VIH ae es 360. 

= sin M/ 1H, für 2 cos 4 VI cos M 


= tang M 


H—2b2 
Aus (A)! folgt. bes Ze tanga n 
b = b-- RI «tanga 


b - h) b = be ir tang ¢ 
b? ES gods (b-Hh).b-+ ЗН tange = 0 *) 


bh xy 7 bh 42 Hang ; 
= 3.9 ta onge ` fa Zange Pagas "° 361. 
Für 202-90: ſetze man tang M. = 
VH cote] _ V[2 Hsin asin («—45).y 2] 


(ЕВ) со ` ` (b) co 
fo erhält man durch die + Wurzel 
N 5 IM sinc 
a — = tang LM. GE 
b tansa! 1- cota vd віп(а--45).1/9 


VIH (cot -I) I ... 
(b-Fh)cote ° fe i 


1) b == cot му 4 T 2D b= ang ]/ SE 


cota— cot«—1 
<Н--2Һ2 


Aus (Б) folgt ... b—hzb— —3p bange 
b didus 3ilItang« + b? tang ¢ 


b—k b—h <2 H tang < 
b= = £y m MEE 5... 902. 
2+ 2 tanga 2-7 2tange Та 2-- 2tange 


) Für 2а= 90 iff tange — F, alforb= ув 


Für 2«-90 (се sin M = 


Cis Guess 358 — 367. $. 73 und 74. 55 


$. 73. 
Es ift (8. 05. A)... p Ыс Te 


das iff, wenn (a-Fc)?—b? = K geſetzt wird, 


E a (A) 


Doch = . lange 


ie. Eh) b. = b? ++ WK tange 
b- 


b =: — * Шан VEG +h)? YK tange 363. 
Setzt man hier zs 一 sin M, fo findet man 


1) b= cot IMV ¿Ktang e 2) b — tang M tanga tanga 
Aus (A) folgt...b—h= PE - tang @ 
(b--h)b = b?—4K tang e 


ъ= yg DB +4Ktange e 364. 
A tang 
= co 4M yk lange, für LEK ns = tang M 
$. 74. 


Es ig (8. 68. А)... 2bhtanga = b?— (a— c)? 
2b? — 2bhtange = b? -+ (a— c)? 


Man (ебе Ъ®-Е (a- c)? =D, fo if 


b phtange = ß О) 
192 Ah tange E Vih?tang? (беу. EE o 365. 
= cot M/ 2D, für an. = tang М 
SE htang« y 
Aus (A) folgt b? —2F tanga = 1D 
ъ=}з0Ю--2Кшшз«е.....,. GE E 369. 
„an D ў / V tang ¢ 
UM? für 2: =p = = tang M 
Ferner iſt x ME alſo 2F tanga = 2ac.sin?«; folglich 
b E EE 887 
aed 2sin tang 
=> für “Ұз — tang М 


Aus (A) folgt. . . . к= (5-5) e 00, 
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ms CET \- Тт 
һы EA oe 
(bh) b e be g be cot а ID cot ee 


. bh JZ y Diote 
Des 2 十 2cotc a a ES 3 cot кен) ЕСЕ 2 368. 
èD cote | 1D cosa 
= cot jM ONY ada says 
EL er cota ^ cos та 2 ay. ya 


wenn man felit tang M = 
VD coté (1+ cote)] / [2 D cosecos (150). 1/21 
b+h e (sing 
Aus (B) folgt... b—h = b— (b— D) cote 
2b 
(b —h)b = b? — b? cote + 1D cote 
is ks e m. b-+-4Dcote = 0 °) 


D cota 
b= 363. 
2— x aan et (aa =) 2—2cot« А 


8. 75. 
Es ift (Gleichung 338)... . p= 00—609 das ik 
für b2—(a—c)*—HE i... һ-Ж Ы E (A) 


E 
bh b 55 cot « 
(b--h)b = b? + 2E cota 
AC —— E 
b= == УФЕ) — cota... 370. 


ECH 
 b+h 
1) b—cotaM Y}Ecot«e 2) b= tang1M V 1E cote 


Aus (A) folgt .. . b—h — b = БО 


(b—h)b = b? — 3Ecot« 
b= Paty V3®—h)?+4Ecota. l 


= віп M, fo findet man 


Setzt man 


= cot M V3Bcote, für porad = tangM 
) Wenn Ze = 90, fo iff cote— 1, alfo b => 


一 一 


Gleichung 368373. 6 75 und 76. Br 


Vierte Abtheilung. 
Aufgaben über den ein- und umgeſchriebenen Kreis 
und über die Schwerlinie. 


8. 76. 

Es fey Fig. 5.) OG = OK = OH = о= Radius des cine 
geſchriebenen Kreiſes, fo it Z OAG = зА, Z OCG = 36, 
Z OBK = 18. Ferner i AG = AK, CG = CH, ВК = BH, 
alfo CG— AG = a— с. 

G3 ift alfo 

сс 


¢ 


Lis GAN O 


o E EE (0) 


0 e 
F777. ү. i (D) 

9 9 
Eben fo... y= cot3B + cot 10 


£ = cot JB ＋ cot JA 
› 


Die Gleichungen (D) und (E) find einerlei mit folgenden 


b _  cosiB 
um sin LA sin С 
SE sin B 
^ 2sin 4A sin $B sin AC 
SE Kin V 
o ` QsingAsin 3B sin 2C 
CURL sin С 
oe — 2sinjAsin2BsinjC 
und auch einerlei mit folgenden 
pos sin2« 
o sin е (cosy — sinc) 
aou cos (a 


Fin (cos / — sin c) ASA 
Ас cos (z + (p) 
@ sine (cos g —sine) 

Aus (С) folgt 

а--с 


cot 20 = cot 1A + 484 « 3.4 372 


— с 


37. 


8 
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— B6 so 
E" cot 1C — cot 1A 
(a— c)sin $A sin 20 

sini(A—C) | 


Gala E cea engi 374, 


Aus (D) folgt 


eigene 37%, 


b = (cot 24 + cot 20) 
de cos 3B 6. 
sin A sin 20 


A O ей 


cos iB 
Durch Addition und Subtraction folgt aus (C) unb (D) 
—_b+(a—c) 
СЕЕ èê 


r ©, 379. 
20 


alfo, wenn man (378) mit (379) multiplieirt, 
b? — (a— с)? т 


cot3C = 465 CAMA lanas s ri. 380. 
corja = FF unt lc. N 28; 


o = L V [b? (а —c)?] tang 1A tang U . 382, 
Ferner folgt aus (C) und (D) durch Multiplication 


Se = cot? 1C — cot? JA 


cot} у cot? jh + H? ......... 388. 


corga = ]/ eoe EN. E HORT А 
Aus den beiden letzten Gleichungen (F) folgt 


ncc sin A+ sin С cot zB cos} (A— С) 
e  2siniAsiniBsiniO siniAsiniC 


(a Ec). sin 3A sin 20 tang 3B 
о ДА. 
Adbirt man die Gleichungen (F), fo ift 
p sin A sin B sin С 
o віп тА siniB sin 20 
Es iff aber ... sin A g sin BA sin 
= sin À + sin € + sin (А + С) 


99 4385. 


Gleichung 374 — 391. 6. 76. 59 
AC А — E tasti AFC d AFC 


= 2 sin ——— cos Tu сов се 


2 779 2 
= 2cos 4B. (cos iti. „are 
= 2cos 3B.2cos 2А cos 4C 
folglich y 2cotšA eot JB eot 4C А а d 
— 2 tang 1(A-FB) 


tang ¿A tang 3B 
2tanglA --9tang1B 


p 
tang 2A tang 2B = 7 
DONNEES 53 1—tang 4A tang 4B 


: p — Зосо {В 20 cot 1B 
tang2 1A PB ¢ edt ad o 9 2 SE ak . 
522 БӨРЕ БТ ‚(апа зА -- = 0 386 
Aus den beiden letzten Gleichungen (F) folgt durch Multiplication 
ас _ sin Asin С cot zA cot 20 
о?  (2sinjAsinjBsin1C)? sin? 2 
SE E tang 3A = cot 20 = tang} (А + B) 
EE GEE 
^ 1—tangiAtang S. 
921 0° cot3B 1 pie j 
tang CU ein — cot} D Arne =0.. 387. 
А b 2 cosa 2 
G ....-------.......(Ҡ 
Aus (G) erhält man e (K) 
cos p = EC + sine‘. dodi BER, 
din (Mc) O ЖЕЙН 
Rob MA тру = tang М. 


sin (М Lei = cospcosM, für 2 T SaM Se 


Aus (388) folgt .. 2ocose=beosp—bsin« 
Erhebt man dieſe Gleichung aufs Quadrat und ſetzt costa = 
1 — sin? e, fo findet man 
2b?cosp . , 40 — b cos? yw _ 
pie D2 F40 $2107 272.3907 
: ч y a+ c 2cotecosp 
Aus (С) folgt ferner ^ PR in p (L) 
j 8 „31. 
(24 с) — 2 особа 1 4 ota 
а * 5 


sin? c 一 
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r ANOS 
о cos - sin 


$ 20 
sine = cosp — --- 


С жаа eren ane 392. 


= cos q (1— 20 tang 4) 
а — с 


. sin(M—q) oe 
ry CR 


sin(M— p) = sin Msine, für = = им .., 393. 


€. — cotM 
& — © 


Aus (392) folgt ... cosp = sine + 26 sing 


Erhebt man dieſe Gleichung aufs Quadrat und fest cos? ф 一 
1 sin? p, fo ift 
га 4o(a—c)sine .. (a—c)? cos? a 
sin PE CO Fa a: ф— (aL puoi 5 =0 994. 
Erhebt man (L) aufs Quadrat, fo ift 
(a+ 0)? с)а Acos? y costa 
E — Bin? a (cos y — sine)? 
e 4 cos? — 4 сов? y sin? a 
Т cos? ф sin? iE sinta —2 cos ysin? a 
alfo, wenn sine = x geſetzt wird, 
беш COS 4 
x*—2cos q cost (er s F ox? 一 Gem е = 一 0 39. 
Durch Addition erhält man aus den Ellen © 
_ 9cos f 2 cot co gp 
7 cos - sin 
p20 cot a 
p 2 cota 
= sine tang (45 + М) 


20 cote _ tangM 


Mis 
g 


cosy = sina. 7Г.......... 396, 


für 
Aus (396) erhält man 
p sin «(cos = sin ¢) = 2 o (sin c cos y) cos & 


Auadrirt man die Gleichung und fet cose = 1—sin2«, fo iſt 
sine 2 Шеш U sin?« 十 1 sin? 
EE E е 


e p? +40 7 р? ＋ 40? 
121902008027. A о? cos? ф ` 
p: dos Sin P REO OL ө. 9:9. € ө о. 397. 


Setzt man aber in (396) sine = > fo findet man 


Gleichung 392 — 406. $. 76. 61 


d 


a 3 p? E 2 2 
cot Ф . cot ¿T Gas tang y). eot & 


2 
T (2+ tang? g) . cota — (2; tangy) z05 27:998. 


Multiplicive man die Gleichungen (K) und (L) unb fet 
(a+ с) = d, fo iff 


d _ Acosa cote cos p f 


о? (cos qo — sin a)? 


cos? p — (25їп «+ m cosccot«).cos q-]- віп? с = 0... 399. 


hieraus aber folgt, wenn man mit sinc multiplicirt und сов? с; 
ш-1--віп?а feft, 


sind Zone ф. sin?e-|-cos? qp. sin ي‎ =0. 400, 
Multiplicirt man die Gleichung (F) 
= = EES mit = sin C, fo ift 
` 1 AC - 
— i ӨР ЛЕ» ote 
= A ee о 


cosp = (1—1) sine 444.4......», 401. 


sine = LL. 
1-0 
Ferner multiplicive die Gleichung (M) mit der Gleichung (F) (іш 


25 ſo iſt рш 2E DOA EEN 


EEUU 92. 


puo ge 
=} (fiche Gleichung H) 
б = VF tang LA tang 4B tang 1€ E ОА 


%%% bol. 
und wenn man für F den Werth aus (299) feft 
Gp—2Gp—b5)Gp—o0 | 
2р 


Dividirt man nun (404) миф Zp (EP b), fo erhält man 


VE 40% 


F 1 : dub 
рае = pe das ift (Gleichung 300) 
9 
tanga = 5 408. 


ip—b Aare 
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FOC ponge. Ta.. nee 407. 
有 
Setzt man aber in (404) Е = Lac.sin?2«, fo ift & 


ein 2 . e is MOD: 


Die Gleichung (IN) mit der Gleichung (F) für 2. multiplicirt 
bh oF 2 cote(cos m + sine) 


giebt م‎ рз == cos sin c 
F-F 0? cote 
) 一 — : 0. 
cos = sine. ү S core (vergl. 396) Al 
Aus Gleichung (153) folgt sin? с 一 Zul Setzt man 


hier für sin e den Werth aus (399), fo ergiebt fid) nach den 
noͤthigen Reductionen 


b - (a-) ＋ 402 
cot p 一 Ara) . 


Entwickelt man aus (394) den Werth für sin und ſetzt ihn = 
37 cose (Gleichung 159), fo folgt 
b? —(a— c) — 402 
Abe 
und wenn man hiermit (406) combinirt 
b?.—(a--c).b?-- [40?—(a— c)? ].b-- (a+c) (a-) -4 %% — 0. 413. 
9. 77. 
Es ſey (Fig. 5) 0 der Mittelpunkt des umgeſchriebenen 
Kreiſes, OG ſenkrecht auf AC, und AO =r, fo iff AG = AC 


= jh und Z АОС = ABC = 2«, alfo 240 = sin AOG, das ift 


tange = 1 


b 
Zr sin B = sin2« n 


Eben ſ g; = sin А = cos («—q) 
Ee KB) 


gl sin € = соз («+ q) 
folglich. .. eben sln.&--sinC --2совасовр...... (С) 
а-с 9 үйі 1 80 
35 = sin „„ asd BID 5 (D) 
KE ans A sin? C= 1+co0s24cos2p. . (E) 
422 ef 


4r? = sin? A sin? C =sin2esin?p (F) 


Gleichung 407 — 430. $. 77. 


m‏ ا س 


Daher it aus (С) 


š ас 3 
1 s gin 4 
2r 
а--с 
C08 = ...... 
P= Arcosa ^^ 
а--с 
cos — RER ө» өө 
Ar cos p 


aus ( sin = sin A — 559 Sea ад 


sin A = sin + 55-5 ИК 


sin 8226 
UN ele D 
Р = Arsine S napa nae 
o а-с 
O TO 
Arsin gp 
a?e 
aus бе: sie Voon t 
а? 2 2 
c2.—4r 
ANON AC dE EA 
; Ar? cos2« 
a? 2 ,2 
с2--Ат 
a есш д 


Ar? cos2 р 


aud ( 8 Қ тес 


с > а? — c? 
Sin А = Ven- G 
ега 


Е М 


SC a? — c? 

sin gp r nn eh EI O 
al — с? 

sin 2 . 。。。。。。。，。 


412 sin 29 
p 


Aus (A) und (C) folgt, wenn man a eb = p und 
a+e—b=g ſetzt 
ds == 2 cose cosp -+ sin2«, = 2 cos & cos p —sin2 а 
SE НИ 9 
ENTE SIDA) a EE 499: 
eee e e 490: 
rcosc 


Aus (428) folgt (aet 


4тсова 


2 
— cos v) = sin? = 1—cos?a, und 


2 
cos? @— sin? Ф. cos? Er cos e+ i —0. 430, 
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Aus (A) und (D) folgt, wenn man b+ (а — єс) = f und 
b—(a—c) = g fest, 


— = sin2a+2 sin « sing, = sin 26 2 sin «sin p 
r r 


sing 一 FRE Ee 431. 
y Arsin« 
S 5 С 
sin p = cos ~~ ооо. 432. 
Arsinc 


Aus (A) und (E) folgt, wenn man а? -+ с? + b? = P und 
а?--с2--)? = Ө fegt, 


p 
= 1-+c052«cos2p-+ sin? 2“ 
= 2 + cos 24 C0 2% — соз? 2 ¢ 
Parad 十 sin22c) ， 
2 2 „ 2499. 
Е Ar? cos2« = 
P—8r? d 
cos?2«— cos2 p. eos 2 ＋ 475 „ 434 
` Q = l ＋ cos 28 cos 2% — sin? 26 
4r? 
= cos? 2 cos2«cos2 p 
роблена ar E 0) в 
cos2 p Sa IHE 098284 «ees . 435. 
cos? 2e f cos2 р. соз2а- 4 = 0 GE 439. 
FD 


Aus (A) und (€) folgt, wenn (a che +b? = H und 
(a+©)?—b? = K geſetzt wird, 
=. = 4cos?«cos? р + sin?2« 


= 4008? (I cos? р) — 4 cost « 


соз = AES Sin? a 437. 
Р Ver 


EN eher); cos? « + us EDIT em SOLUS 


= 4cos? « cos? ф— sin? 2c 


A г? 
= 4 costa — Asin? y cos? « 


K š 
өзе = Y site. 0559.489. 


costa. sin? р cos? «— 


410 


K 
1612 


Gleichung 431-— 447. 


Aus (A) und (D) folgt, wenn man b? 十 
be (ache = Е febt, 
D 
ap = sin? 2e- Asin? «sin? p 
"op Ur 48d 


sing 一 Sym. 


sinta — (1 + sin? DIEA M UU GN 
UN r 


$. 78, 65 
fei = D und 


— COSC o 66 e wv 441, 


= sin? 2 a. — 4 sin? «sin? q 
Te P 


= 4 sin? «cos? A sin ¢ 


"n E 
= 2 س‎ 1... . 
"E yes * а?а 2 19 


sin? e~ cos? . sin? ¢+ 1075 dE EE 


ANO д ] 
Es ift әт = sin2«, alfo SE ac,sin2c 一 2F， folglich 
F 445, 
abe 
SI nennen MB, 
abe 


ее 447. 
r= a bT 9-Fb— (a+ c—5)0-c—2)] 
8. 78. 
Im A ABC Gig. 6) fey BE die Schwerlinie, das if BE 
halbire dic АС. Man {ебе BE = Г, Z АВЕ = x, СВЕ = y. 
Aus den AA ABE, CBE folgt 


I — sini, ащ, fo sinA _ sinC 

Ah sin x Ah sin y ; sin x sin y? 
mihina оо оо BERS RO 
aber. 2.4.......,.() 
ш, o ыш DE ZEN 


tang (A ©) cot 2 (A— €) = 
cot 4B cot (A €) = 
tang} (x—y) = 


= tang à (x y)coti(x—y) 
tang 2 В cot} (x — y) 


= tang? JBtang3(A— C). . (y) 
9 
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Ferner folgt aus (<). 
sink sin(B—x) = sin B cot x cos B 
Sin А sinx 


sin € 
cot x = атар et 000 
Sin A 
Sin E eine Ct... 0 
Die Gleichungen (y—e) lehren die Winkel x, y berechnen, wenn 
die Winkel A, B, C bekannt find. Sind nun die Winkel x, y 
gefunden, ſo hat man 


Eben fp... e Coby — 


pU GIS 
sin A 
в... 449. 
sin С 
Ъ sin A asin C 
nx sin САДЕ х) EVE 450 
Aus (8) folgt.. = SIDIN ав sin B cotx — cos В 
a sinx 
с 5 
cot = mp FB. be а n ner RT] 
а 
с ae = o COY > — cot ses (9 
Eben fo coty Be 十 cot B (9) 


Ferner folgt aus (8) 


a+c sin X - si 
E = tang 1B cot 1 (x — y) 


a—c sinx —siny 
а-с 

tangi(x—y) = 
820 y) Sg 


Vermittelſt der Gleichungen (E = и) kann man in der Aufgabe 
B, a, c bie Winkel x, y finden. Um unn k zu berechnen 
ſchließe man (vergl. §. 61) , 

aus A АВЕ... Ib? = c [2—9 СГ. cos x 

aus A СВЕ... Eb? = a?-- [2 —2af.cosy 

alfo ..... (2a. cos y 2c. cos x). I ＋ C- а? — 0 


А BE eee 


Em a2-c?. "os (a+ c) (a — c) 451 
2a. cos y —2c.cosx 2 (в-= со) SE 
с а. COS y 


Man kann aber auch f aus Gleichung (450) finden, nachdem 
man vermittelſt Gleichung (50) die Winkel A, C berechnet hat. 
Aus A CBE folgt (vergl. $. 61) 
FF DEE (п) 
f= Va*-Lib?—ab.cosC ....... 452, 
а? — bcosC.a—(l?— Zb?) = 0 


Gleichung 448 — 463. 6. 78. 67 


a=!beosC+VIe —Xb*sin*C. .. . 453. 
b? — 4ac0sC.b—4(l?—a?) = 0 sae 


b —2acosC-E2V Z — atsin? CWG. 434. 
"i 6 EE 455 
— т EE И... у 

y ж / E—$b-+a) (f+ 3b—a) 

in 40 一 VCC 
sinyo = И „5 456. 
688100 =y Gb+a+NGbta—D 457 
20 аур RT : 


a1 0 Jy b Tel DEF) 458. 


F = УС Far Nei Fa Akaf Aal 459. 
Ferner erhaͤlt man aus Ar ABC (nad) $. 61) 
a?--b?— c? 
2ab 
Combinirt man hiermit die Gleichung (455), fo findet man 
а? ib?— [2 = $ (a? + b* — c?) 
[—YV3(a?-Fc?)— Ib? .. . . 400. 
ъ= Уа? 4902412 ,... 401. 
c—V3f2-FEib2-—a?..... 462. 
Die Wurzelgroͤße in Gleichung (459) Laßt fid) aud) fo ſchreiben 
[a ) — be] [3 b? — (a — Г)? 
Subſtituirt man nun für Ib? den Werth aus (461), fo erhält 
man nach den gehörigen Neductionen 
(a+ 210) 2 — c с? — (a — 21)? 
ee 
und die Gleichung (459) verwandelt ſich alſo in 
к= Иа 210) (а е 20) (014 а) (21—а--с) 403. 
Setzt man in (л) 


cos С = 


D cos (z — 9) 


680 = 25 
cos С = sin («e-+ q) und а = RU. (8. 25) 
; b? cos? (a — qp) b? sin () cos = 
GE eter RE a ыы IEE 
fo ißt sin? 20 TA sin 2 4 


(72 — Abe) sin? ie 
12 


Nun ift 


= cos («— p) [cos («— y) — sin 2a sin («+ ф)] 


cos («—ф) = cos LA — (e+ ф)] i 
= còs a cos (a+ q) тір sin 2 asin («-l- p) 
ай... cos ( ) —sin2asin (e g) = cos2«cos («-{- у) 
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pigg E AE EECH 


b? 
= (A cos 2 ＋ 3cos2q)cos2« 
(412 bz) sin? 26 — 2b 
e e 4564. 
2b? cos 2%, cos 2 = (41° + b2) (1 — cos? 20) — 2b? 
2b? cos2 р 412 — b 
¿2 E ең == 5 
cos? 2«-|- 415 LD? cos 2 415 rp ==. DE 465 


Setzt man bie Werthe für cos 2% aus den Gleichungen C178. 464) 
einander gleich, ſo iſt 
2h. (412 +b?) sin 2 9° 
b sin2e—cos2 == ag T 
4bhcot2«-]- b? — 412 
I-—aiVb(b--4hcote) ........ 400. 
На 52. 467. 
4bh 
2141212 
= dbcot2« * 
y 一 一 2hcot2c 十 ALVES 9. 
Aus $. 38. (B) folgt 
cos? — 21608 y sing + sint g 
m—n 
d Вай 2 
— heosy Il — cos 411 eg 
i(m—n) 


Nun iſt aber cos p = und z (mu) = VI ns, folglich 
erhält man 


cot 2 = 


08. 


Ф 


h°]/[s2 — -h?] | s?—h? 


ayy tae 420. 


Сөзі = 
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Anhang 


enthaltend Determinationen. 


Gleichung 96. 
Aufgabe B, h, m—n = d; geſucht A. 

1) Wenn B = 909 iff, 
ſo iſt A ein ſpitzer Winkel, alſo cot A poſitiv. Da nun in die⸗ 
ſem Falle das letzte Glied unter dem Wurzelzeichen poſitiv, alſo 
die Wurzel groͤßer iſt als das davorſtehende Glied, ſo kann nur 
die poſitive Wurzel gebraucht werden. Es findet aber keine De— 
termination ſtatt. Denn weil der Werth der Gleichung S — cot B 
ift, wie fid) leicht beweiſen laßt, fo erhält man cot А > — col B 
oder cot (180 — В), alfo А<<180--В, wie feyn muß. 

9) Wenn B< 90° ift, 
ſo kann ebenfalls nur die poſitive Wurzel ſtatt finden. Denn 
durch die negative Wurzel würde A ein ſtumpfer Winkel. Da 
nun A2 180 — B, fo iff - cot А —cotB; folglich müßte der abs 
ſolute Werth der Gleichung durch die negative Wurzel <cotB 
ſeyn. Dieß iſt aber nicht der Fall, weil ſchon das Glied vor 
dem Wurzelzeichen & cot B ift; mithin kann nur die poſitive 
Wurzel gebraucht werden. 


Es wird nun A = 90° werden, jenachdem das letzte Glied 
unter dem Wurzelzeichen negativ, oder = 0, oder poſitiv iff, das 
= 
iff je nachdem. (m — n) cot B = h 


m—n = h.tangB 
= 


ift. Eine Determination findet aber nicht fatt, weil der TUR 
der Gleichung > cot B ift. 


Gleichung 165. 
Aufgabe B, Б--а= k, b+c=1; geſucht A— C. 


Es Ш... sn(p—M)=2sinesinM, für [ET tange cot М, 
Vorausgeſetzt wird natürlich k = =< 1. 
1) Wenn k=l, fo iff cot M= сө, alfo M=0 und y=0. 
2) Wenn kl, fo if, weil k+1>k—l if, EL tang a 
lange, alfo auch cot M tange, mithin M<90—e Weil 


ж 
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nun = 90 — е ik, fo. ift % — M = 90 — (c+ M), mithin 
sin(g — M) — cos (a+ M); folglich muß ſeyn 
s 9 sinasin M — cos (E M) 
<< cos «cos M — sin «sin M 
3sin asin М < cose cos M 


3 tange <cotM 
< E ange 
экс 31 КЕ 


CT 


Gleichung 178. 
Aufgabe B, b, h; geſucht А— C. 


Da cos2p — 1 ifft, fo muß {суп 


SIE 2 == 
ES sin2«—cos2« = 1 


iz». 4 89825 
= singa 
oder hz Tb cot . 


Eine weitere Determination findet nicht ſtatt. Denn der Werth 
der Gleichung iff in allen Fällen & — cos 2; man findet alfo 
cos 2% >— cos2«, mithin 2% < 180 — 2c. 

Anmerkung. Da h ibcote ift, fo if 
b—h 


bh — b(1— cota), alfo b= Frede 


Gleichung 334. 
Aufgabe B, b—(a—c)=e, b—h=.g83 geſucht b. 
Ich behaupte zuerſt, daß die negative Wurzel unbrauchbar ſey. 
Denn weil b — e ift, fo müßte ерп, wenn man g ge cote = 2m 
ſetzt, 


.m—Vm? — $e? = е 
mn e Vim? — 2 e? cote 
e2—2m.e= — e ra 


e jecota > 2m 


e et et A lea) 
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Dieß iff nun offenbar nicht möglich, wenn Ze = = 539 7/48 36 iff, 
weil dann cote — 2 ift. Wenn aber 24. 58° 748%, 36 ift, fo 
folgt aus (7) 


= b—h 
2 > 12 cota 
Da nun b е, fo müßte aud) (суп 5 Dieß wi⸗ 
PULS 


derſpricht aber dem Nefultate in der Anmerkung zur vorigen Des 
termination, folglich iſt nur die poſitive Wurzel brauchbar. 
Es muß alſo feyn 
m+ Vin? — 1 e? cote Se 
m? — e? cot = (e — m)? 
woraus wie oben folgt 


e= — Тоо, 
ee D. 


Diefe Determination ift jedoch nur noͤthig für 24 539 7/48”, 36, 


Gleichung 386. 


Aufgabe B, p, os geſucht A. 
2gent ЗВ _ 2m, fo ift 


Setzt man der Kürze wegen PS 
tang А = mÆ " m? — aa 


ptang 4B 
Die beiden Wurzeln der Gleichung geben beide Winkel A und C, 
wie man aus der Gleichung (H) in $. 76 leicht zeigen kann. 
Damit nun die Wurzel reell werde, muß ſeyn 
115 a = 2'9cot JB 
5 Ит. р: 

р2-- 40° cot? 1B—4pocot 2B = 8potang 1B 

p?—4 po(cot 2B ＋ 2tang 3B) X — 49? coi? 1B 
Addire beiderſeits 402 (cot3B + 2tang 1B)? und ziehe bie Wurzel 
aus, fo iff 


4о 
p — 2o(cot 1842100838) S EE 18 
woraus man findet e 
cue 1-- sin 1B)? 
p= 4 о. ПЕШІ) 4. 24 ДЭ; 


sin B 
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Eine weitere Determination findet nicht ftatt. Denn da die pos 
fitive Wurzel den groͤßern Winkel A giebt und tang 2A — cot 2B 
iff (denn es iff A<ISO—B oder 1A<90—4B), fo muß (суп 


E 
m+ y» EE Ес < cot 2B 


m?— un BS o ot 3B — m)? 
< col? 2B -- m? —2mcot В 
29 cot 3B 
2 m cot 3B — 5 < cot? JB 
2mp—20 p cot iB 


alfo wenn man für 2m den Werth ſubſtituirt und mit tang В 


multiplicirt 
р— 2 cot 3B — 20 tang 2B <р 


was immer der Fall iſt. Da alſo der Werth der Gleichung 
durch die pofitive Wurzel Scot В ift, fo wird dieß um Tom bp 
durch die negative Wurzel ſeyn, und demnach findet keine weitere 
Determination ſtatt. 

Dieſelbe Determination ergiebt ſich auch aus der 


Gleichung 396. 


Aufgabe B, р, o; geſucht A— С. 
Da cos % — 1 ift, fo muß ſeyn 
p 2 cot 一 
р— 20 cot æ >= 
psine+2gcose = P—2ocote 


p (1 sin c) — 20 (соза + cota) 


-一 (+ sin с)? 
P> о. POTE ое d DR 


Eine weitere Determination findet nicht fott, Denn ba ф ein 
ſpitzer Winkel, alfo cos pofitiv ift, fo muß der Werth der 
Gleichung und ſomit der Nenner pofitiv, alfo P>2geote ſeyn. 
Dieſer Bedingung wird aber fon durch die obige Determinas 
tion genügt, wie ſich leicht zeigen laßt. Daher RT Da CLO 


49 р— Зо o cote 
p ecote 
mithin sing. EE sin a; man findet alfo Së cos y > sina 


oder cosp >cos(90—a), alfo p<90—a, wie ſeyn muß. 


sine. 
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